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Аннотация. В работе решается задача построения модели прогнозирования эффективных упругих 
характеристик полимерных фрикционных композитов. Рассматриваются трибокомпозиты на эпоксифе-
нольной основе, хаотически армированные короткими волокнами бесщелочного стекла с дисперсными 
добавками каучука, глинозема, графита и барита. Модель опирается на обобщенное сингулярное при-
ближение теории случайных полей, используемое при решении стохастического дифференциального 
уравнения равновесия упругой среды. С помощью указанного приближения возможен анализ измене-
ния компонент тензора эффективных модулей упругости в зависимости от состава, структуры и про-
центного содержания элементов неоднородности полимерных фрикционных композитов.

На основе разработанной модели проведены численные модельные расчеты эффективных (эксплу-
атационных) упругих свойств полимерных фрикционных композитов (модуля Юнга и коэффициента 
Пуассона), учитывающие изменения объемных концентраций их компонентов. При вычислении эффек-
тивных упругих характеристик модельных композитов использован метод самосогласования.

Исследования показали, что увеличение содержания включений каучука приводит к снижению зна-
чений модуля Юнга модельных композитов фрикционного назначения, а увеличение объемной концен-
трации как дисперсных добавок минерального порошка, состоящего из глинозема, графита и барита в 
равных объемных долях, так и волокон бесщелочного стекла – к росту значений модуля Юнга. Кроме 
того, увеличение объемного содержания включений любого типа приводит к снижению значений ко-
эффициента Пуассона модельных фрикционных композитов. Изменения значений рассматриваемых 
эксплуатационных упругих свойств фрикционных композитов в диапазонах вариаций их объемных 
концентраций, используемых на практике, происходят по закону, близкому к линейному.

Ключевые слова: полимерный фрикционный композит, включение, матрица, эффективные модули 
упругости, моделирование.

PREDICTION OF EFFECTIVE ELASTIC PROPERTIES 
OF POLYMERIC FRICTION COMPOSITES
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Abstract. The paper solves the problem of constructing a model for predicting the effective elastic 
characteristics of polymeric friction composites. Epoxyphenolic-based tribocomposites, randomly reinforced 
with short fibers of E-glass with dispersed additives of rubber, alumina, graphite and barite, are considered. The 
model is based on the generalized singular approximation of random field theory used for solving stochastic 
differential equations of equilibrium of an elastic medium. Using this approximation, it is possible to analyze 
changes in the components of the tensor of effective elastic moduli depending on the composition, structure, 
and percentage of heterogeneous elements of polymeric friction composites.
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Based on the developed model, we carried out numerical model calculations of the effective (operational) 
elastic properties of polymer friction composites (Young’s modulus and Poisson’s ratio), taking into account 
changes in the volumetric concentrations of their components. When calculating the effective elastic 
characteristics of model composites, the self-consistency method was used.

Studies have shown that an increase in the content of rubber inclusions leads to a decrease in the values of the 
Young’s modulus of model composites of friction purpose, while an increase in the volume concentration of both 
dispersed additives of the mineral powder consisting of alumina, graphite and barite in equal volume fractions, 
and of E-glass fibers leads to an increase of Young’s modulus values. In addition, an increase in the volumetric 
content of any type of inclusions leads to a decrease in the values of the Poisson’s ratio of model friction 
composites. Variations in the values of the considered operational elastic properties of friction composites in 
the ranges of variations in their volume concentrations used in practice occur according to a law close to linear.

Keywords: polymeric friction composite, inclusion, matrix, effective elastic moduli, simulation.

ВВЕДЕНИЕ

При выборе состава композита, обеспечиваю-
щего его наилучшие показатели по целому ряду 
физико-механических характеристик, а также воз-
можность управления хотя бы одной из них без 
изменения других, не существует универсального 
подхода [1–4]. Оптимизация структуры композита, 
исходя из заданных свойств, подразумевает зна-
чительный объем трудоемких экспериментальных 
исследований ввиду необходимости варьирования 
ряда физико-механических параметров. Это стиму-
лирует разработку прогнозирующих теоретических 
моделей эксплуатационных (эффективных) и пре-
дельных физико-механических свойств структур-
но-неоднородных материалов [4–7]. Поэтому поиск 
новых подходов и способов изменения структуры 
и свойств композитов является актуальной, практи-
чески важной задачей.

Среди композитных материалов наиболее рас-
пространенными являются так называемые ма-
тричные композиты, состоящие из дискретных 
включений и окружающей их сплошной матрицы 
(связующего). Они находят широкое практическое 
применение в машиностроении, например в узлах 
трения и сопряжения [3–9]. К таким материалам 
относятся, в частности, фрикционные композиты, 
которые должны обладать высоким и стабильным 
коэффициентом трения, достаточной износостой-
костью, прочностью, устойчивостью к температур-
ным скачкам, воздействию абразива и агрессивных 
сред [8; 9]. Армирование указанных многокомпо-
нентных композитных материалов часто произво-
дится не только дисперсными включениями, но и 
включениями неизометричной формы (волокна, 
диски и т.п.), специальным образом ориентирован-
ными в пространстве композита [5–9].

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ПРОВЕДЕНИЕ МОДЕЛЬНЫХ РАСЧЕТОВ

В работе решается задача прогнозирования эф-
фективных упругих свойств полимерных компо-
зитов фрикционного назначения с дисперсными 
добавками и хаотически распределенными в про-
странстве материала рублеными короткими во-
локнами. В основе решения указанной задачи ле-
жит вычисление их эффективных упругих свойств 
[4; 10]. Эти характеристики определяются с помо-
щью тензора четвертого ранга с* («*» здесь и далее 
указывает на то, что рассматриваются эффектив-
ные характеристики композитов), связывающего 
средние значения напряжений ⟨σij(r)⟩ и деформаций 
⟨εkl(r)⟩ в материале:

⟨σij(r)⟩ = c*
ijkl⟨εkl(r)⟩,   i, j, k, l = 1, 2, 3,

где r – радиус-вектор случайной точки среды; угло-
вые скобки здесь и далее определяют процедуру 
усреднения по ансамблю, которое для статистиче-
ски однородных композитов, то есть при выполне-
нии гипотезы эргодичности, совпадает с усредне-
нием по объему [10].

Для проведения корректного анализа эффектив-
ных упругих свойств композитов, позволяющего 
учитывать взаимодействие элементов неоднород-
ности, состав, форму, ориентацию и концентра-
цию компонентов, необходимо решать уравнения 
равновесия упругой неоднородной среды. Однако 
в общем случае получить соотношение для числен-
ных расчетов тензора эффективных модулей упру-
гости с* не удается. Поэтому для его вычисления 
используются различные приближения. Одним из 
таких приближений, учитывающих перечисленные 
выше факторы, является обобщенное сингулярное 
приближение теории случайных полей [10]. В его 
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рамках используется только сингулярная составля-
ющая тензора Грина уравнений равновесия, завися-
щая лишь от дельта-функции Дирака, а также вво-
дится однородное тело сравнения, материальные 
константы которого входят в окончательное выра-
жение для вычисления с*. Физический смысл обоб-
щенного сингулярного приближения заключается в 
предположении однородности полей напряжений и 
деформаций в пределах элемента неоднородности. 
В этом случае выражение для с* имеет следующий 
вид (индексы опущены) [10]:

с* = ⟨с(r)(I − g(r)cʺ(r))−1⟩⟨(I − g(r)cʺ(r))−1⟩−1,    (1)

где  I – единичный тензор четвертого ранга; с(r) – 
тензор модулей упругости; двумя штрихами обо-
значена разность между соответствующими пара-
метрами неоднородной среды и однородного тела 
сравнения, характеристики которого обозначаются 
далее верхним индексом «с»: cʺ(r) = c(r) − cc; g(r) – 
интеграл от сингулярной составляющей второй 
производной тензора Грина уравнений равновесия, 
являющийся тензором четвертого ранга. Для вы-
числения компонент gijkl тензора g(r) необходимо 
вначале осуществить расчеты компонент aiklj тензо-
ра четвертого ранга A, а затем в aiklj по двум парам 
индексов (i, j и k, l) провести операцию симметри-
зации [4; 10]. Компоненты aiklj тензора A вычисля-
ются с помощью следующего соотношения:

             (2)

где dΩ = sinθdθdφ – элемент телесного угла в сфе-
рической системе координат;  – элементы матри-
цы, обратной матрице T с элементами c

il iklj k jt c n n= ; 
nk и nj (k, j = 1, 2, 3) – компоненты вектора внешней 
нормали к поверхности включения. Для эллипсо-
идальных включений с главными полуосями l1, l2, 
и l3 компоненты вектора нормали определяются со-
отношениями

1
1

1 sin cosn
l

= θ ϕ , 2
2

1 sin sinn
l

= θ ϕ , 

Соотношение (1) может быть использовано для 
расчета эффективных характеристик статистически 
однородных матричных композитов с включения-
ми эллипсоидальной формы, ориентированными 
друг относительно друга [4].

Как указывалось, в случае выполнения условия 
эргодичности можно использовать усреднение по 
объему (для каждого компонента композита) [10]. 
Тогда операция усреднения по всему объему мате-

риала для некоторой случайной величины a(r) сво-
дится к суммированию:

                     (3)

где vs – объемная концентрация компонента 
s-го типа; as(r) – соответствующая указанному ком-
поненту случайная величина, .

Далее в работе рассматривались композиты с 
включениями нескольких типов. К первому типу от-
носились равномерно распределенные в простран-
стве композита дисперсные включения каучука. Ко 
второму типу – рубленые короткие волокна бесще-
лочного стекла (БЩС), хаотически распределенные 
в пространстве композита. К третьему типу – рав-
номерно распределенные в пространстве материала 
дисперсные включения минерального порошка, со-
стоящего из поликристаллов глинозема Al2O3, гра-
фита и барита BaSO4, взятых в отношении 1 : 1 : 1 
(по объему). В качестве матрицы – компонент чет-
вертого типа – рассматривался эпоксифенольный 
состав (ЭФС) на основе эпоксидной диановой смо-
лы, отверждаемой малофенольной фенолформаль-
дегидной смолой новолачного типа (с содержанием 
фенола менее 0,5 %) в отношении 60 : 40 масс. ч. 
(изготовитель ЗАО «ЭНПЦ Эпитал», г. Москва). 
Упругие свойства компонентов, полагавшихся при 
проведении моделирования изотропными, приведе-
ны в таблице 1 [11–15].

Для осуществления модельных расчетов при 
операциях над тензорами использовалась их ма-
тричная форма записи [10]. При этом ненулевые 
элементы cij (i, j = 1, ..., 6) симметрической матри-
цы c тензора модулей упругости для изотропного 

Тип компонента
Component type

Материал 
компонента /
Component 

material

E, ГПа
E, GPa ν

1 каучук / rubber 0,008 0,47

2 БЩС / E-glass 76,200 0,36

3 глинозем / alumina 140,000 0,32
барит / barite 59,000 0,28

4 ЭФС / EPhB 3,700 0,42

Таблица 1. Упругие свойства компонентов композитов (E – мо-
дуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона)
Table 1. Elastic properties of composites components (E – Young’s 
modulus, ν – Poisson’s ratio)
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материала выражались через модуль Юнга E и ко-
эффициент Пуассона ν следующим образом:

                                                                     

Поскольку гексагональный графит сильно 
анизо тропен, в работе использовались следующие 

значения (ГПа) для ненулевых элементов матри-
цы c тензора модулей упругости его монокристал-
лов [16]:
c11 = 1109,0, 
c12 = c21 = 139,0,
c33 = 38,7,
c44 = c55 = 5,0,
c66 = 0,5(c11 − c12) = 485,0.

Для проведения модельных расчетов упругих 
свойств фрикционных композитов были взяты эф-
фективные характеристики поликристаллического 
графита, полученные методом самосогласования. 
При этом использовалась процедура усреднения 
по всевозможным ориентациям кристаллографи-
ческих осей кристаллитов (с изотропной функци-
ей распределения), сводящаяся к интегрированию 
по всевозможным углам Эйлера [4; 10; 17]. С этой 
целью в работе была организована итерационная 
процедура, в которой в качестве параметров сс тела 
сравнения брались значения тензора модулей упру-
гости (в матричной форме записи), полученные на 
предыдущем шаге итерации. В качестве начальных 
значений параметров тела сравнения были взяты 
упругие характеристики, полученные в приближе-
нии Фойгта. Выход из итерационной процедуры 
осуществлялся, когда максимальная разница между 
модулями сс составляла менее 0,01.

При построении модели прогнозирования эф-
фективных упругих свойств рассматриваемых в 
работе материалов основывались на представлении 
их структуры в виде статистически однородных ма-
тричных композитов. Считалось, что дисперсные 
включения каучука, глинозема, графита и барита 
имеют вид сфер одинакового радиуса R, а волок-
на БЩС представляют собой равные друг другу 
вытянутые эллипсоиды вращения (l1, l2 и l3 – полу-
оси этих эллипсоидов, бóльшая из которых имеет 
длину L). При этом эллипсоиды ориентированы 
своей бóльшей полуосью в пространстве компози-
та в семи различных направлениях относительно 
лабораторной системы координат, а именно па-
раллельно координатным осям (три направления) 
и параллельно прямым, образующим равные углы 
со всеми координатными осями (четыре направле-
ния). Кроме того, считалось, что модельные компо-
зиты имеют объемные концентрации компонентов 
v1, v2, v3 и v4, где индекс «1» относится к каучуку, 
индекс «2» – к волокнам БЩС, «3» – к минерально-
му порошку, а «4» – к связующему ЭФС.

Рис. 1. Изменение эффективных упругих свойств (модуль 
Юнга (а), коэффициент Пуассона (б)) фрикционных компози-
тов при увеличении объемного содержания v1 включений кау-
чука: 1 – v2 = 0,1, v3 = 0,14; 2 – v2 = 0,1, v3 = 0,26; 3 – v2 = 0,22, 
v3 = 0,14; 4 – v2 = 0,22, v3 = 0,26.
Fig. 1. Variation of effective elastic properties (Young’s modulus (a), 
Poisson’s ratio (б)) of friction composites with increasing volume 
concentration v1 of rubber inclusions: 1 – v2 = 0.1, v3 = 0.14; 2 – 
v2 = 0.1, v3 = 0.26; 3 – v2 = 0.22, v3 = 0.14; 4 – v2 = 0.22, v3 = 0.26.

,

,
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С учетом (3) расчетное соотношение (1) для тен-
зора эффективных модулей упругости c* примет 
следующий вид:

(4)

В формуле (4) cs и cc – тензоры модулей упру-
гости s-го компонента композита и однородного 
тела сравнения соответственно; gs – тензор g(r) 
s-го компонента композита, вычисляемый по со-
отношению (2). При этом g1 и g3 соответствуют 
сферическим включениям (l1 = l2 = l3 = R = 1); g2 – 
эллипсоидальным включениям (волокнам), ориен-
тированным относительно осей координат вдоль 
указанных выше семи направлений, с главной полу-
осью L = 50 и остальными полуосями, равными 1; 
g4 – связующему (при вычислении g4 полагалось, 
что l1 = l2 = l3 = 1). Считалось также, что объемные 
содержания эллипсоидальных включений (воло-
кон) в каждом из семи указанных направлений оди-
наковы и равны v2/7.

При вычислении упругих характеристик одно-
родного тела сравнения рассматриваемых фрик-
ционных композитов использовался метод само-
согласования [4; 10; 17]. Для этого в работе была 
организована итерационная процедура, в которой в 
качестве параметров cc тела сравнения были взяты 
значения тензора модулей упругости (в матричной 
форме записи), полученные на предыдущем шаге 
итерации. В качестве начальных значений параме-
тров тела сравнения брались упругие характери-
стики, полученные в приближении Хилла, то есть 
среднего арифметического значений, полученных в 
приближениях Фойга и Ройсса [4; 10; 17]. Выход 
из итерационной процедуры осуществлялся, когда 
максимальная разница между модулями сс состав-
ляла менее 0,01.

Численное моделирование, проведенное по со-
отношению (4) для различных значений концентра-
ций включений, показало, что рассматриваемые в 
работе композиты обладают симметрией эффектив-
ных упругих свойств, близкой к изотропной [10]. 
Таким образом, расчеты тензора эффективных мо-
дулей упругости с* полностью подтвердили пред-
положения об изотропности фрикционных ком-
позитов, которые можно было выдвинуть заранее, 
исходя из структуры рассматриваемых неоднород-
ных материалов.

Рис. 2. Изменение эффективных упругих свойств (модуль 
Юнга (а), коэффициент Пуассона (б)) фрикционных компози-
тов при увеличении объемного содержания v2  волокон БЩС: 
1 – v1 = 0,3, v3 = 0,14; 2 – v1 = 0,3, v3 = 0,26; 3 – v1 = 0,42, v3 = 0,14; 
4 – v1 = 0,42, v3 = 0,26.
Fig. 2. Variation of effective elastic properties (Young’s modulus (a), 
Poisson’s ratio (б)) of friction composites with increasing volume 
concentration v2 of E-glass fibers: 1 –   v1 = 0.3, v3 = 0.14; 2 – 
v1 = 0.3, v3 = 0.26; 3 – v1 = 0.42, v3 = 0.14; 4 – v1 = 0.42, v3 = 0.26.

На рисунках 1–3 приведены результа-
ты численных расчетов значений эффектив-
ных упругих характеристик – модуля Юнга E* 
(рис. 1а, 2а, 3а) и коэффициента Пуассона ν* 
(рис. 1б, 2б, 3б), – модельных фрикционных 
композитов от изменений процентных содер-
жаний их компонентов.
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Эффективные упругие характеристики вычисля-
лись через элементы   (i, j = 1, ..., 6) матрицы с* с 
помощью следующих формул [10]:

ВЫВОДЫ

На основании проведенных исследований мож-
но заключить следующее:

1. Увеличение концентрации включений каучу-
ка приводит к снижению значений модуля Юнга E* 
модельных фрикционных композитов, а увеличение 
концентрации волокон БЩС или дисперсных доба-
вок минерального порошка – к росту значений E*.

2. Увеличение концентрации включений любого 
типа приводит к снижению значений коэффициента 
Пуассона ν* модельных фрикционных композитов.

3. Изменения значений рассматриваемых эффек-
тивных упругих характеристик фрикционных ком-
позитов в диапазонах вариаций их объемных содер-
жаний, используемых на практике, происходят по 
закону, близкому к линейному.

4. Поскольку вариации объемных содержаний 
включений любого типа приводят к значительному 
изменению эффективных упругих характеристик 
композитных материалов, необходимы дополни-
тельные экспериментальные исследования по оп-
тимизации концентраций как дисперсных вклю-
чений (каучук, глинозем, графит и барит), так и 
волокон БЩС с целью максимального улучшения 
трибохарактеристик рассматриваемых фрикцион-
ных композитов без существенного ухудшения их 
упруго-прочностных показателей.

Исследование выполнено при финансовой под-
держке гранта РФФИ № 19-08-00111-а.

Рис. 3. Изменение эффективных упругих свойств (модуль 
Юнга (а), коэффициент Пуассона (б)) фрикционных компози-
тов при увеличении объемного содержания v3 включений ми-
нерального порошка: 1 – v1 = 0,3, v2 = 0,1; 2 – v1 = 0,3, v2 = 0,22; 
3 – v1 = 0,42, v2 = 0,1; 4 – v1 = 0,42, v2 = 0,22.
Fig. 3. Variation of effective elastic properties (Young’s modulus (a), 
Poisson’s ratio (б)) of friction composites with increasing volume 
concentration v3 of mineral powder inclusions: 1 – v1 = 0.3, v2 = 0.1; 
2 – v1 = 0.3, v2 = 0.22; 3 –  v1 = 0.42, v2 = 0.1; 4 – v1 = 0.42, v2 = 0.22.
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