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Аннотация. Исследована краевая задача о гармонических торсионных колебаниях полого упругого ци-
линдра, стенка которого выполнена из функционально градиентного материала. Представленная в статье 
математическая модель допускает произвольную зависимость материальных параметров от радиуса ци-
линдра, в частности, рассмотрены линейный, квадратичный, бикубический, обратно-пропорциональный, 
обратно-квадратичный законы. Функции изменения плотности и модуля сдвига материала стенки цилинд
ра могут отличаться друг от друга. Исследовано влияние различных видов изменения параметров стенки 
цилиндра на дисперсионные свойства и фазовые скорости первой и второй моды поверхностных волн. 
Проведено сравнение результатов, полученных для функционально-градиентных цилиндров, с результата-
ми, полученными для однородного цилиндра с мягким или жестким покрытием. Анализ дисперсионных 
свойств и фазовых скоростей первой и второй мод поверхностных волн показал, что в случае жесткого по-
крытия фазовая скорость моды неоднородного цилиндра выше скорости соответствующей моды однород-
ного цилиндра. Соответственно, в случае податливого покрытия скорость моды неоднородного цилиндра 
меньше скорости соответствующей моды однородного цилиндра. Эта закономерность одинаково проявля-
ется как для различных видов функционально градиентных цилиндров, так и для однородного цилиндра с 
покрытием. Исследования показали, что интенсивность изменения скорости зависит от степени различия 
значений материальных параметров покрытия и основания или от вида функциональных зависимостей. 
Изменение скорости более всего выражено для акустически неоднородных тел. В случае акустически од-
нородного цилиндра фазовая скорость каждой моды либо совпадает с соответствующей скоростью для 
однородного цилиндра, либо отличается от нее несущественно.

Ключевые слова: упругий цилиндр, покрытие, торсионные колебания, фазовая скорость, 
дисперсионные характеристики.

TORSION WAVES ON THE SURFACE OF A HOLLOW PIPE 
WITH INHOMOGENEOUS COATING

V.A. Lyzhov1, O.V. Bocharova1, I.B. Michailova1

Abstract. The boundary-value problem of harmonic torsion vibrations of a hollow elastic cylinder, the 
wall of which is made of a functionally gradient material, is investigated. The mathematical model presented 
in the article allows an arbitrary dependence of material parameters on the radius of the cylinder, in particular, 
linear, quadratic, bicubic, inversely proportional, inverse quadratic laws are considered. It should be noted that 
the functions of changing the density and shear modulus of the material of the cylinder wall may differ from 
each other. The effect of various types of changes in the cylinder wall parameters on the dispersion properties 
and phase velocities of the first and second modes of surface waves is investigated. The results obtained for 
functionally gradient cylinders are compared with the results obtained for a homogeneous cylinder with a soft 
or hard coating. An analysis of the dispersion properties and phase velocities of the first and second modes of 
surface waves showed that, in the case of hard coating, the phase velocity of the mode of an inhomogeneous 
cylinder is higher than the velocity of the corresponding mode of a homogeneous one. Accordingly, in the 
case of a compliant coating, the mode velocity of an inhomogeneous cylinder is less than the velocity of the 
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corresponding mode of a homogeneous one. This regularity is equally manifested both for various types of 
functionally gradient cylinders and for a uniform coated cylinder. Research has shown, that the rate of change 
of speed depends on the degree of difference in the values of the material parameters of the coating and the 
base or on the type of functional dependencies. The change of velocity is most pronounced for acoustically 
inhomogeneous bodies. In the case of an acoustically homogeneous cylinder, the phase velocity of each mode 
either coincides with the corresponding velocity for a homogeneous cylinder or differs insignificantly from it.

Keywords: elastic cylinder, coating, torsion oscillations, phase velocity, dispersion characteristics.

ВВЕДЕНИЕ

Распространению акустических волн в цилин-
дрических телах, выполненных из функционально 
градиентных материалов (ФГМ), уделяется значи-
тельное внимание в литературе [1–4]. Это связано 
с возможностью существенного улучшения физи-
ко-механических и акустических свойств цилин-
дрических объектов за счет использования функци-
онально ориентированных материалов. Однако ис-
следование краевых задач для объектов в случае про-
извольной зависимости материальных параметров 
от радиуса связано с определенными трудностями. 
При рассмотрении подобных задач авторы приме-
няют различные подходы. Метод конечных элемен-
тов применен в работе [1] для изучения смещений, 
напряжений при распространении волн в толстом 
полом коротком цилиндре, выполненном из ФГМ. 
В статье [2] рассмотрено распространение и отраже-
ние термоупругих волн в толстых ФГМ-цилиндрах. 
В  качестве инструмента исследования предложен 
гибридный бессеточный метод, основанный на ко-
нечно-разностных методах. Локальный бессеточ-
ный метод Петрова  – Галɺркина для анализа рас-
пространение тепловых и упругих волн в толстом 
полом ФГМ-цилиндре использован в статье  [3]. 
В работе [4] авторы предложили новый подход для 
изучения распространения волн в полом цилиндре, 
изготовленном из неоднородных композиционных 
материалов. Уравнения движения решаются путем 
разложения компонент вектора смещения с исполь-
зованием полиномов Лежандра и тригонометриче-
ских функций. Построены дисперсионные кривые 
волн для продольной, крутильной и изгибной мод, 
получены механические смещения и напряжения. 
Неоднородность параметров в стенке цилиндра мо-
жет быть обусловлена наличием напряженного со-
стояния или действием внешних полей различной 
физической природы. В работах [5; 6] использована 
линеаризованная теория распространения осесим-
метричных волн для исследования динамических 
процессов в двух- и трехслойных полых цилин-

драх с неоднородными начальными напряжениями. 
Динамические свойства трубы, заполненной нахо-
дящейся под большим давлением сжимаемой жид-
костью, исследованы в статьях  [7;  8]. Выявлены 
особенности структуры поверхностного волнового 
поля как при наличии, так и в отсутствие жидко-
сти. Особенности волнового поля на поверхности и 
реакция среды на радиальное воздействие бандажа 
для цилиндров с многослойной стенкой исследова-
ны в работах [9; 10]. В статье [11] был предложен 
эффективный подход для исследования различных 
сред с переменными по глубине свойствами. В рам-
ках метода определены особенности распределения 
контактных напряжений и динамической жестко-
сти для различных видов функционально градиент-
ных цилиндров [12] и цилиндров с неоднородными 
включениями  [13]. В  данной работе рассматрива-
ются колебания упругого неоднородного полого 
цилиндра, выполненного из функционально гради-
ентного материала. При этом каких-либо ограниче-
ний на вид зависимости материальных параметров 
материала от радиуса не накладывается. Для иссле-
дования применен гибридный метод, основанный 
на численно-аналитическом восстановлении функ-
ции Грина. Полученные результаты могут быть 
использованы при проектировании акустических 
волноводов, определении безопасных условий экс-
плуатации труб и валов, в области неразрушающе-
го контроля для оценки свойств новых структурно 
неоднородных материалов.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В рассмотрение вводится цилиндрическая систе-
ма координат r, φ, z. Рассмотрены торсионные коле-
бания кругового бесконечного цилиндра, ось которо-
го совпадает с осью z, удовлетворяющие условиям:

здесь ur, uz, uφ – радиальная, осевая и тангенци-
альная компоненты вектора перемещений соот-
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ветственно. Уравнение движения установившихся 
гармонических колебаний в случае, когда матери-
альные параметры являются функциями радиуса, 
имеет вид:
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где компоненты тензора напряжений  Θ определя-
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На поверхности в некоторой области −a ≤ z ≤ a 
задана тангенциальная внешняя нагрузка, вне об-
ласти и на внутренней поверхности механические 
напряжения отсутствуют. Граничные условия опре-
деляются следующими выражениями:
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r = R1: θrφ = 0, −∞ ≤ z ≤ ∞.
С учетом функциональной зависимости матери-

альных параметров, в покомпонентном представ-
лении уравнение движения (1) можно переписать в 
виде:

     (3)

Для последующих исследований вводятся но-
вые переменные:

Y1 = Uʹφ,
Y2 = Uφ.

С учетом переменных  (4) уравнение движе-
ния  (3) может быть представлено в виде системы 
уравнений:

Yʹ = M(α, r)Y,                          (5)

где элементы матрицы M определяются выражени-
ями:

m21 = 1, m22 = 0,

Общее решение системы (5) представляется в виде:
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где yij – линейно-независимые решения системы (5) 
с граничными условиями:

yij(R1) = δij.
При использовании представления (6) и гранич-

ных условий (2) система для определения коэффи-
циентов ci(α)(i = 1,2) принимает вид:

LC = Q*.     (7)
Здесь С  = ↑{c1, c2} – вектор коэффициентов; 

Q* = ↑{Qφ, 0} – правая часть; матрица L определя-
ется выражениями:

,

,

.

После применения обратного преобразования 
Фурье получаем интегральное представление об-
щего решения для исходной краевой задачи:

             (8)

Здесь символ ядра K11 строится численно:

где Δ0 и Δi1 – определитель и алгебраические допол-
нения элементов матрицы L.

Однозначное решение краевой задачи будет су-
ществовать при удовлетворении дисперсионного 
уравнения:

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Проведены расчеты дисперсионных диаграмм и 
фазовых скоростей для первых двух мод торсион-

(4)
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ных колебаний функционально градиентного ци-
линдра. В  исследовании рассмотрены следующие 
законы изменения материальных параметров (ну-
мерация соответствует обозначениям на рисунке 1):

1. Однородный цилиндр:
f(r) = const = 1.

2. Бикубический закон:
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3. Квадратичный закон:
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4. Линейный закон:	
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5. Обратная зависимость:

( ) .
23

1

10

1








−
−

⋅−
=

RR
Rr

rf

6. Обратная биквадратная зависимость:
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7. Однородный цилиндр:
f(r) = const = 0,33.

На рисунке 2 приведены зависимости фазовых 
скоростей первой и второй моды функционально 
градиентного цилиндра. Внутренний радиус R1 = 4, 
внешний радиус R0 = 5. Модуль сдвига изменяется 
в соответствии с указанными выше законами 1–7. 
Плотность не зависит от радиуса и является кон-
стантой: ρ = 1.

Функционально градиентный цилиндр будем 
называть акустически однородным, когда плот-
ность изменяется по такому же закону, что и модуль 
сдвига:

μ(r) = ρ(r) = f(r).
В случае акустически однородного цилиндра 

фазовые скорости численно совпадают со скоро-

Рис. 1. Законы изменения модуля сдвига по радиусу для функ-
ционально градиентного цилиндра.
Fig. 1. The shear modulе functions of radius for a functionally 
gradient cylinder.

Рис. 2. Фазовые скорости поверхностных волн для первой (а) и второй моды (б) функционально градиентного цилиндра. Цифрами 
обозначены кривые, соответствующие различным законам изменения материальных параметров.
Fig. 2. The phase velocities of surface waves for the first (a) and second modes (б) of a functionally gradient cylinder. The numbers indicate 
the curves corresponding to various laws of material parameters.
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Рис. 3. Кривые нулей (штриховые линии) и полюсов (сплошные линии) определителя Δ0: а  –  однородный цилиндр, жесткое 
покрытие, ρ2 = ρ1, μ2 = 4μ1; б – однородный цилиндр, мягкое покрытие, ρ2 = ρ1, μ2 = 0,33μ1.
Fig. 3. Curves of zeros (dashed lines) and poles (solid lines) of the determinant Δ0: а – homogeneous cylinder, hard coating, ρ2 = ρ1, 
μ2 = 4μ1; б – homogeneous cylinder, soft coating, ρ2 = ρ1, μ2 = 0.33μ1.

Номер случая
Case number

Соотношение параметров 
цилиндра и покрытия /

Relation between cylinder 
and coating parameters

1
2
3
4
5
6
7

ρ2 = ρ1, μ2 = 0,33μ1

ρ2 = 0,66ρ1, μ2 = 0,33μ1

ρ2 = 0,33ρ1, μ2 = 0,33μ1

ρ2 = ρ1, μ2 = μ1

ρ2 = 4ρ1, μ2 = 4μ1

ρ2 = 2ρ1, μ2 = 4μ1

ρ2 = ρ1, μ2 = 4μ1

Таблица 1. Соотношения между материальными параметрами 
цилиндра и покрытия
Table 1. Relations between the material constants of the cylinder 
and the coating

стями соответствующей моды однородного ци-
линдра μ(r) = ρ(r) = const = 1. Утверждение спра-
ведливо для любой из обозначенных выше зависи-
мостей 1–7, что проявляется наложением графика 
фазовой скорости на кривую, обозначенную номе-
ром 1 на рисунке 2.

Для верификации результатов выполнены 
расчеты дисперсионных диаграмм и фазовых 
скоростей торсионных волн для однородного 
цилиндра с покрытием. Модель представляет 
собой два вложенных полых однородных ци-
линдра, материальные параметры в каждом слое 
постоянны и не зависят от радиуса. Внутренний 

цилиндр 4,0 ≤ r ≤ 4,5, 0 ≤ φ ≤ 2π, −∞ ≤ z ≤ ∞, 
внешний 4,5 ≤ r ≤ 5,0, 0 ≤ φ ≤ 2π, −∞ ≤ z ≤ ∞. 
Поля смещений и напряжений на границе разде-
ла r = 4,5 непрерывны. Граничные условия на по-
верхности совпадают с условиями (2) для функ-
ционально градиентного цилиндра. Соотношения 
между материальными параметрами цилиндра и 
покрытия приведены в таблице 1. Рассмотрены 
случаи цилиндра с мягким покрытием (1–3), од-
нородный цилиндр (4), цилиндр с жестким по-
крытием (5–7).

Дисперсионные диаграммы для цилиндра с мяг-
ким и жестким покрытием приведены на рисун-
ке 3 – распределение нулей и полюсов определи-
теля Δ0 в зависимости от безразмерной частоты κ2. 
Чередование нулей и полюсов гарантирует един-
ственность решения (8) краевой задачи. Как видно 
из рисунка 3а, для цилиндра с жестким покрытием 
(табл. 1, строка 7) нули накладываются на полюса 
начиная с некоторой характерной для каждой моды 
частоты. Это свидетельствует о быстром затухании 
колебаний моды в области выше этой характер-
ной частоты. Для цилиндра с мягким покрытием 
(табл. 1, строка 1; рис. 3б) такое поведение нулей 
не наблюдается. В случае акустически однородного 
цилиндра с мягким и жестким покрытием (табл. 1, 
строки 3 и 5 соответственно) дисперсионные диа-
граммы совпадают с таковой для однородного ци-
линдра (табл. 1, строка 4).
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Рис. 4. Фазовые скорости поверхностных волн для первой (а) и второй моды (б) однородного цилиндра с покрытием. Цифрами 
обозначены кривые, соответствующие различным соотношеним параметров цилиндра и покрытия (см. табл. 1).
Fig. 4. The phase velocities of surface waves for the first (a) and second modes (б) of a coated cylinder. The numbers indicate the curves 
corresponding to different ratios of cylinder and coating parameters (see Table 1).

На рисунке 4 приведены зависимости фазовых 
скоростей первой и второй моды от безразмерной 
частоты κ2 для однородного цилиндра с покрытием. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрены торсионные колебания неоднород-
ного полого цилиндра, стенка которого выполнена 
из функционально градиентного материала. Для 
конкретных видов функциональной зависимости 
исследовано распределение нулей и полюсов, а 
также фазовые скорости поверхностных волн. По 
результатам исследования можно сформулировать 
следующие закономерности:

– В случае жесткого покрытия фазовая скорость 
моды выше скорости соответствующей моды одно-
родного цилиндра. Соответственно, в случае мяг-
кого покрытия скорость моды оказывается меньше. 
Закономерность одинаково проявляется как для 

различных видов функционально градиентных ци-
линдров, так и для однородного цилиндра с покры-
тием.

– Интенсивность изменения скорости зависит от 
разницы значений материальных параметров ρ и μ 
или функциональных зависимостей ρ(r) и  μ(r). 
Изменение скорости более всего выражено для аку-
стически неоднородных сред и покрытий.

– В случае акустически однородного цилин-
дра – ρ = μ или ρ(r) = μ(r) – фазовая скорость моды 
совпадает с соответствующей скоростью для одно-
родного цилиндра или отличается от нее несуще-
ственно.

Работа выполнена в рамках реализации госу-
дарственного задания Южного научного центра 
Российской академии наук, №  госрегистрации 
01201354242, и при частичной поддержке РФФИ 
(проекты 19-48-230042_р_а, 18-38-00871_мол_а).
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