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Аннотация. Работа посвящена исследованию поперечных колебаний биморфа, состоящего из двух 
пьезомагнитоэлектрических слоев, находящегося в переменном магнитном поле. Пьезомагнитоэлек-
трические слои представляют собой многослойный композит с чередующимися пьезоэлектрическими 
и пьезомагнитными слоями. Механические и физические свойства такого композита задаются эффек-
тивными константами, известными из литературы. На основе прикладной теории колебаний много-
слойной пластины, учитывающей нелинейное распределение электрического и магнитного потенциа-
ла в пьезоактивных слоях как в продольном, так и поперечном направлении, проведено исследование 
напряженно деформированного состояния, электрического и магнитного поля шарнирно опертого би-
морфа. Электрический потенциал принят равным нулю на всех электродах, в то время как магнитный 
равен нулю на внутренней границе и неизвестен на внешних. Поэтому распределение электрического 
и магнитного потенциалов в середине слоя принимается неизвестными функциями, а в случае маг-
нитного потенциала распределение на внешней границе также является функцией, которую следует 
найти. В задаче были приняты гипотезы Кирхгофа для механических характеристик. С использованием 
вариационного принципа и принятой в работе квадратичной зависимости электрического и магнитного 
потенциалов по толщине пьезоактивных слоев была получена система дифференциальных уравнений 
и граничных условий. Полученная краевая задача решалась численными методами.

Сравнение результатов расчета по предложенной теории с плоской задачей, решенной в конечно-
эле ментном пакете FlexPDE, в низкочастотной области показало, что погрешность в нахождении харак-
теристик механического и магнитного полей составляет менее 1 %. В свою очередь при определении 
электрического поля разница составила порядка 5 % в средней части пластины и 27 % в окрестности то-
чек опоры. Такая погрешность связана с тем, что конечно-элементный анализ демонстрирует явный не-
линейный характер распределения электрического поля, в то время как прикладная теория – линейный.

Ключевые слова: пьезоэлектрики, пьезомагнетики, устройство сбора энергии, электроупругость, 
изгибные колебания.

A STUDY OF VIBRATIONS OF A BIMORPHOUS PLATE 
FROM PIEZOELECTROMAGNETIC MATERIAL IN AN ALTERNATING MAGNETIC FIELD
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Abstract. This work presents a study of transverse vibrations of a bimorph consisting of two 
piezomagnetoelectric layers located in an alternating magnetic field. Piezomagnetoelectric layers are a 
multilayer composite with alternating piezoelectric and piezomagnetic layers. The mechanical and physical 
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properties of such a composite are specified by effective constants known in the literature. Based on the applied 
theory of oscillations of a multilayer plate, taking into account the nonlinear distribution of the electric and 
magnetic potential in the piezoactive layers both in the longitudinal and transverse directions, a study of the 
stress-strain state, electric and magnetic fields of a hinged bimorph was carried out. The electric potential is 
assumed to be zero at all electrodes, while the magnetic potential is equal to zero at the inner boundary and is 
unknown at the outer ones. Thus, the distribution of the electric and magnetic potentials in the middle of the 
layer is assumed to be unknown functions, and the distribution of the magnetic potential at the outer boundary 
is also a function to be found. In this task, Kirchhoff’s hypotheses for mechanical characteristics were applied. 
The variational principle and the quadratic dependence of the electric and magnetic potentials on the thickness 
of the piezoactive layers is also used in this work. A system of differential equations and boundary conditions 
was obtained. The resulting boundary value problem was solved by numerical methods.

Comparison of the calculation results according to the proposed theory with the flat problem solved in the 
finite element package FlexPDE in the low-frequency region showed that the error in finding the characteristics 
of the mechanical and magnetic fields is less than 1 %. In turn, when determining the electric field, the difference 
was about 5% in the middle part of the plate and 27 % in the vicinity of the support points. This error is due to 
the fact that the finite element analysis demonstrates a clear nonlinear character of the electric field distribution, 
while the applied theory is linear.

Keywords: piezoelectrics, piezomagnetics, energy harvesting device, electroelasticity, bending vibrations.

Рис. 1. Пьезомагнитоэлектрический биморф.
Fig. 1. Piezomagnetoelectric bimorph.

ВВЕДЕНИЕ

При производстве сенсорных и измерительных 
систем, современных малогабаритных бытовых 
приборов, сотовых телефонов и беспроводных 
сенсорных систем для мониторинга и диагности-
ки технического состояния различных объектов и 
прочих устройств применение мощных источников 
энергии не требуется, однако мобильность и энер-
гонезависимость вышеперечисленных устройств 
являются обязательными условиями. 

Известно, что пьезоэлектрические материалы 
широко используются в качестве актуаторов, дат-
чиков и генераторов в машиностроении и авиа-
космической промышленности для мониторинга 
конструкций, накопления энергии, активного по-
давления паразитных колебаний, шумоподавле-
ния и т.д. Данные материалы отличают хорошие 
электромеханические свойства, гибкость в про-
цессе проектирования, простота производства и 
высокая эффективность преобразования электри-
ческой энергии в механическую и обратно. При 
использовании пьезоэлектрических материалов в 

качестве актуаторов за счет изменения величины 
приложенного электрического потенциала можно 
управлять деформациями. В датчиках измерение 
деформации происходит за счет измерения наве-
денного потенциала. В области накопления энер-
гии с помощью пьезоэлектрических материалов 
происходит преобразование свободной механиче-
ской энергии, присутствующей в конструкциях, 
в электрическую и ее последующее преобразо-
вание в пригодную для питания маломощных 
устройств. Подробный обзор приведен в рабо-
тах [1–3].

Типовые актуаторы, сенсоры и генераторы, ра-
ботающие на изгибных модах, представляют собой 
многослойную структуру, состоящую из несколь-
ких слоев с различными механическими и электри-
ческими свойствами. 

Существует класс материалов, обладающих пье-
зомагнитными свойствами. Пьезомагнетизм – это 
явление, наблюдаемое в некоторых антиферро-
магнитных и ферромагнитных кристаллах. Он ха-
рактеризуется линейной связью между магнитной 
поляризацией системы и механической деформа-
цией. В пьезомагнитном материале можно вызвать 
спонтанный магнитный момент, приложив физи-
ческое напряжение, или физическую деформацию, 
приложив магнитное поле. Одним из самых рас-
пространенных пьезомагнитных материалов явля-
ется CoFe2O4 [4–6]. Существуют работы [7–9], где 
исследуется композит на основе CoFe2O4 и BaTiO3, 
обладающий пьезоэлектрическими и пьезомагнит-
ными свойствами одновременно.
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Классические решения задач электроупругости 
приведены в работах [10–12] наряду с решением 
задач магнитоупругости.

Прикладные теории колебаний многослойных 
пьезоэлектрических пластин с учетом специфики 
распределения электрического потенциала по тол-
щине конструкции развиты в статье [13]. В рабо-
те [14] развита прикладная теория колебаний пье-
зопреобразователей с неоднородной поляризацией.

В работах [15; 16] рассмотрены динамические 
связанные задачи о гармонических колебаниях 
электромагнитоупругого слоя и полупространства 
под действием осциллирующей нагрузки при раз-
личных электрических и магнитных условиях на его 
гранях наряду с предварительными напряжениями, 
а также их влиянии на дисперсионные свойства.

Ранее нами была предложена прикладная тео-
рия, учитывающая нелинейность распределения 
электрического потенциала в продольном и попе-
речном направлениях, и исследовано напряжен-
но-деформированное и электрическое состояние 
шарнирно-опертого биморфа [17] и консольно-
го [18]. В обоих случая прикладная теория показала 
хорошую сходимость с результатами конечно-эле-
ментного моделирования. Также нами была полу-
чена прикладная теория колебаний биморфа [19], 
состоящего из электроупругого и магнитоупругого 
слоев, хорошо согласующаяся с данными конеч-
но-элементного анализа.

В данной работе рассматриваются колебания 
устройства в рамках плоского напряженного состо-
яния. Построена прикладная теория изгибных ко-
лебаний двухслойного пьзомагнитоэлектрического 
биморфа. Результаты расчетов сравниваются с ре-
зультатами конечно-элементного моделирования в 
пакете FlexPDE.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе рассматривается плоская задача об 
установившихся изгибных колебаниях пластины, 
обладающей бесконечной шириной (рис. 1). Пла-
стина состоит из двух одинаковых слоев, облада-
ющих пьезомагнитоэлектрическими свойствами. 
Большие поверхности слоев электродированы, а 
сами слои поляризованы по толщине. Биморф шар-
нирно закреплен по краям, а все поверхности сво-
бодны от механических напряжений. На верхнюю 
и нижнюю границы пластины воздействует магнит-
ный поток B0, в то время как на границе между сло-
ями магнитный потенциал считается равным нулю. 

Электрический потенциал равен нулю на всех элек-
тродах. Боковые поверхности считаются изолиро-
ванными от магнитных и электрических полей.

Для описания колебаний данной пластины вос-
пользуемся общими уравнениями и определяющи-
ми соотношения для плоской задачи пьезомагнито-
упругости [20]:

0∇ ⋅ =B ,

 

Здесь σ и ε – тензоры механических напряже-
ний и деформации; D и E – векторы электрической 
индукции и напряженности электрического поля; 
B и H – векторы магнитной индукции и напряжен-
ности магнитного поля; ρ – плотность материала; 
c – тензор упругих модулей; e – тензор пьезоэлек-
трических модулей; h – тензор пьезомагнитных 
модуле; κ – тензор диэлектрических проницаемо-
стей; α – тензор магнитоэлектрических модулей; 
μ – тензор магнитных проницаемостей; f – вектор 
плотности массовых сил; σΩ – объемная плотность 
электрических зарядов; u – вектор перемещений; 
φ и ξ – электрический и магнитный потенциалы.

Для завершения постановки задачи к этим уравне-
ния также необходимо добавить граничные условия 
для механических, электрических и магнитных полей.

ПРИКЛАДНАЯ ТЕОРИЯ

Воспользуемся вариационным уравнением для 
случая установившихся колебаний [11], обобщаю-
щим принцип Гамильтона в теории электроупруго-
сти, добавив в рассмотрение магнитные составля-
ющие. Для случая плоской деформации при отсут-
ствии поверхностных нагрузок и при наличии маг-
нитного потока вариационное уравнение имеет вид:

                                                                     ,

где                                               .

(2)

(1)
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Далее для построения прикладной теории коле-
баний примем гипотезы Кирхгофа. В соответствии 
с ними распределение перемещений по толщине 
имеет следующий вид: 

u1(x1,x3) = −x3w,1,
u3(x1,x3) = w(x1).

В частности, для механического поля принята 
гипотеза единой нормали. Поскольку рассматри-
вается задача, в которой значение электрического 
потенциала на электродах равно нулю, его распре-
деление для первых мод колебаний довольно точно 
описывается линейной функцией. Но с учетом воз-
можной неоднородности по длине элемента, свя-
занной с влиянием граничных условий на концах 
биморфа, его распределение по толщине принима-
ется за квадратичную функцию: 

( ) ( )
2
3 3 3

1 1 2 12
4 21 1x x xV x V x

h hh
   + − + +   

  

  
,

где 3 3 / 2x x h= − . Здесь функции V0, V1 и V2 отвечают 
за значение электрического потенциала на внутрен-
нем электроде, в середине слоя и на внешнем элект-
роде соответственно. Чтобы удовлетворить условиям 
задачи, примем эти функции в следующем виде:

V0(x1) = V0 = const,
V1(x1) = Ф(x1),

V2(x1) = V2 = const.
Здесь функция Ф(x1) является неизвестной. 
Магнитный потенциал на внутренней границе 

пьезомагнитного слоя принимается равным нулю, 
а на внешней границе его распределение неизвест-
но. Поэтому удобно использовать распределение 
магнитного потенциала в следующем виде. 

( ) ( )
2
3 3 3

1 1 2 12
4 21 1x x xM x M x

h hh
   + − + +   

  

  
,

где 3 3 / 2x x h= − . Здесь функции M0, M1 и M2 от-
вечают за значение магнитного потенциала на вну-
тренней границе, в середине слоя и на внешней гра-
нице соответственно. Чтобы удовлетворить услови-
ям задачи, примем эти функции в следующем виде:

M0(x1) = M0 = const,
M1(x1) = Ξ2(x1),

M2(x1) = Ξ3(x1).
Здесь функции Ξ2(x1) и Ξ3(x1) являются неизвест-

ными. 
После вариации уравнения (2) проинтегрируем 

его по толщине, а затем приравняем коэффициен-
ты при независимых вариациях δw, δФ, δΞ2 и δΞ3 к 
нулю. Тем самым мы получаем систему из четырех 
дифференциальных уравнений (3) от четырех неиз-
вестных функций, зависящих от x1 (далее опустим 
нижний индекс), и пять граничных условий (4).

( ) ( )
2 2

31 31
22 2

4 4
3 3

e H h Hd dx x
dx dx

Φ + Ξ −


(3)
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( )31 31 31
0 2

5 4
3 3 3

e H e H e HV V x− + Φ +
  

( ) ( )31 31
2 3

4 5
3 3

h H h Hx x+ Ξ − Ξ +
 

( )
3 2

3111
02

2 0
3 3

h HH c d w x M
dx

+ + =


( ) ( ) ( )31 31 31
2 3

4 4 5
3 3 3
e h H h Hd d dx x x

dx dx dx
− Φ − Ξ + Ξ −

 

Здесь были введены следующие обозначения: 
2

11 11 13 33 /c c c c= − , 

31 31 13 33 33/e e c e c= − , 

31 31 13 33 33/h h c h c= − , 

, 

. 
Они возникли после удовлетворения условию 

σ33 = 0 и исключения ε33.
Для верификации полученной теории в конеч-

но-элементном (КЭ) пакете FlexPDE на базе об-
щих уравнений (1) для плоской задачи была по-
строена модель описанного выше биморфа разме-

Рис. 2. Результаты конечно-элементного моделирования: рас-
пределение электрического потенциала в биморфе.
Fig. 2. Results of finite element modeling: the distribution of the 
electric potential in the bimorph.

Рис. 3. Сравнение распределения электрического потенциала, полученного на основе прикладной теории и КЭ: a – по длине верх-
него слоя; б – по толщине в средней точке верхнего слоя.
Fig. 3. Comparison of the electric potential distribution obtained on the basis of the applied theory and FEA: a – along the length of the 
upper layer; б – along the thickness at the midpoint of the upper layer.

(4)
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ром 10 ∙ 1,2 мм. В качестве пьезоактивного мате-
риала был использован композит [9], включавший 
в себя 20 % CoFe2O4 и 80 % BaTiO3, со следующи-
ми материальными константами: ρ = 5874 кг/м3, 

11
11 1,85 10Ec = ⋅  Па, 10

12 9,0 10Ec = ⋅  Па, 10
13 7,2 10Ec = ⋅  Па, 

11
33 2,0 10Ec = ⋅  Па, 10

44 3,9 10Ec = ⋅  Па, e31 = −0,2 Кл/м2, 
e33 = 0,5 Кл/м2, e15 = 8,8 Кл/м2,  Ф/м, 

 Ф/м, α11 = −2,3 ∙ 10−8 Н∙с/(В∙Кл), 
α33 = 2,35 ∙ 10−11 Н∙с/(В∙Кл), h31 = 15 Н/(А∙м), h33 = 
= −6 Н/(А∙м), h15 = 110 Н/(А∙м), μ11 = 1,25 ∙ 10−4 Н∙с2/Кл2, 
μ33 = 2 ∙ 10−5 Н∙с2/Кл2. Биморф возбуждался магнит-

Рис. 4. Результаты конечно-элементного моделирования: рас-
пределение магнитного потенциала в биморфе.
Fig. 4. Results of finite element modeling: the distribution of the 
magnetic potential in the bimorph.

Рис. 5. Сравнение распределения магнитного потенциала, полученного на основе прикладной теории и КЭ: a – по длине верхнего 
слоя; б – по толщине в средней точке верхнего слоя.
Fig. 5. Comparison of the magnetic potential distribution obtained on the basis of the applied theory and FEA: a – along the length of the 
upper layer; б – along the thickness at the midpoint of the upper layer.

ным потоком, приложенным к большим внешним 
граням, величиной B0 = 5 × 10−5 Вб с частотой 18 Гц.

Далее представлены результаты КЭ-расчета и их 
сравнение с прикладной теорией.

На рисунке 2 представлено распределение элек-
трического потенциала. Из графика видно, что рас-
пределение потенциала по толщине слоя нелиней-
но, в то время как по длине линейно, за исключени-
ем областей в окрестности шарнирных креплений. 
Рисунки 3а и 3б, демонстрирующие срезы данно-
го графика, еще раз подтверждают данный вывод. 
Кроме того, зависимость потенциала от толщины, 
представленная на рисунке 3б, имеет выраженный 
квадратичный характер, который хорошо описыва-
ется предложенной теорией.

На основе данных рисунка 4 можно сделать за-
ключение, что распределение магнитного потенци-
ала линейно как по толщине, так и по длине слоев. 
Анализ рисунков 5а и 5б, где представлены срезы 
данного распределения, наглядно показывают ли-
нейный характер магнитного потенциала.

Механические характеристики, рассчитанные 
на основе прикладной теории, также хорошо согла-
суются с КЭ-моделированием, что продемонстри-
ровано на рисунке 6.
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Рис. 6. Сравнение распределений прогиба по длине биморфа, 
полученных на основе прикладной теории и КЭ. 
Fig. 6. Comparison of the distributions of the deflection along the 
bimorph length based on applied theory and FEA.

Анализ рисунков 3, 5 и 6 позволяет сделать за-
ключение, что результаты расчета основных харак-
теристик пьезомагнитоэлектрического биморфа, 
полученные на основе предложенной прикладной 
теории, хорошо согласуются с данными КЭ-расче-
та в низкочастотной области. Погрешность не пре-
вышает 1 %. Исключением является распределение 
электрического потенциала в окрестности шар-
нирного крепления. Конечно-элементный анализ 
демонстрирует явный нелинейный характер, в то 
время как прикладная теория – линейный. На краях 
биморфа погрешность достигает 27 %, в то время 
как в срединной части она составляет порядка 5 %.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена прикладная теория для расчета по-
перечных колебаний биморфа, состоящего из двух 
слоев композита на основе CoFe2O4 и BaTiO3, об-
ладающего пьезоэлектрическими и пьезомагнит-
ными свойствами одновременно, в переменном 
магнитном поле. Такая конструкция может служить 
моделью пьезоэлектрического генератора устрой-
ства сбора и накопления энергии при действии 
внешнего магнитного поля. Проведены расчеты на-
пряженно-деформированного состояния биморфа, 
распределения электрического и магнитного полей. 
Сравнение результатов расчета биморфа по пред-
ложенной теории с КЭ-расчетом в низкочастотной 
области показало, что погрешность в нахождении 
характеристик механического и магнитного полей 
составляет менее 1 %. В свою очередь при опре-
делении электрического поля разница составила 
порядка 5 % в средней части пластины и 27 % в 
окрестности точек опоры.

Принятое в работе квадратичное распределе-
ние электрического и магнитного потенциалов по 

толщине показало достаточно хорошую согласован-
ность результатов расчета полевых характеристик с 
данными КЭ-моделирования во всей области бимор-
фа за исключением окрестностей точек опоры. Ко-
нечно-элементный анализ демонстрирует явный не-
линейный характер распределения электрического 
поля, в то время как прикладная теория – линейный.

Работа первого соавтора поддержана Прави-
тельством РФ, контракт № 075-15-2019-1928, 
фондом РФФИ, проект № 19-08-00365_А. Третий 
соавтор выполнял работу в рамках реализации 
ГЗ ЮНЦ РАН (№ госрегистрации проекта АА-
А-А-А16-116012610052-3).
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