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Аннотация. Работа посвящена моделированию колебаний аэрозоля в акустическом резонаторе ку-
бической формы, а также в акустическом резонаторе в форме трубы, в которой высота на порядок боль-
ше ширины. Математическая модель учитывала вязкость, сжимаемость и теплопроводность несущей 
среды. Для каждой из фаз смеси, газовой и дисперсной, решалась полная гидродинамическая система 
уравнений, состоящая из уравнений непрерывности массы, пространственных компонент импульса и 
энергии. Межфазное взаимодействие включало в себя обмен импульсом и теплообмен. Межфазный 
обмен импульсом учитывал силу аэродинамического сопротивления, динамическую силу Архимеда и 
силу присоединенных масс. Уравнения интегрировались конечно-разностным методом второго поряд-
ка точности. Для подавления численных осцилляций применялась схема нелинейной коррекции. Урав-
нения математической модели были дополнены граничными условиями – для составляющих скорости 
несущей и дисперсной фаз смеси задавались однородные граничные условия Дирихле на неподвижных 
поверхностях и однородные граничные условия Неймана для остальных физических параметров сме-
си. На движущихся поверхностях задавалось изменение вертикальной составляющей скорости. Чис-
ленные расчеты колебаний аэрозоля в трубе сопоставлены с результатами физического эксперимента, 
сопоставление показало приемлемые результаты. Выявлены закономерности влияния объемного со-
держания на динамику компонент смеси. Результаты расчетов демонстрируют, что величина изменения 
амплитуды давления и скорости несущей среды и скорости дисперсной фазы обратно пропорциональна 
объемному содержанию дисперсной фазы. Выявленная закономерность объясняется увеличением меж-
фазного взаимодействия при увеличении концентрации дисперсной фазы. Также увеличение объемно-
го содержания аэрозоля приводит к уменьшению не только амплитуды колебаний, но и резонансной 
частоты.

Ключевые слова: многофазные среды, численное моделирование, уравнение Навье – Стокса, кон-
тинуальная модель, акустический резонатор, межфазное взаимодействие.

NUMERICAL SIMULATION OF AEROSOL OSCILLATIONS 
IN A CUBIC ACOUSTIC RESONATOR
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Abstract. This work is devoted to modeling aerosol oscillations in a cubic acoustic resonator, as well as 
in an acoustic resonator in the form of a tube, in which the height is an order of magnitude greater than the 
width. The mathematical model took into account the viscosity, compressibility and thermal conductivity of 
the carrier medium. For each of the phases of the mixture, gas and dispersed, a complete hydrodynamic system 
of equations was solved, including the equation of continuity of mass, spatial components of momentum and 
energy. Interfacial interaction included momentum exchange and heat transfer. The interphase momentum 
exchange took into account the force of aerodynamic drag, the dynamic force of Archimedes and the force of the 
added masses. The equations were integrated by a second-order accurate finite-difference method. A nonlinear 
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correction scheme was used to suppress numerical oscillations. The equations of the mathematical model were 
supplemented with boundary conditions – for the components of the velocity of the carrier and dispersed phases 
of the mixture, homogeneous Dirichlet boundary conditions on fixed surfaces and homogeneous Neumann 
boundary conditions for the remaining physical parameters of the mixture were set. The change in the vertical 
component of the velocity was set on the moving surfaces. Numerical calculations of aerosol oscillations in 
the tube are compared with the results of a physical experiment; the comparison has shown acceptable results. 
The work revealed the regularities of the influence of the volumetric content on the dynamics of the mixture 
components. The calculation results demonstrate that the magnitude of the change in the pressure amplitude 
and velocity of the carrier medium and the velocity of the dispersed phase are inversely proportional to the 
volumetric content of the dispersed phase. The revealed regularity is explained by an increase in the interphase 
interaction with an increase in the concentration of the dispersed phase. Also, an increase in the volumetric 
content of aerosol leads to a decrease not only in the amplitude of oscillations, but also in the resonance 
frequency.

Keywords: multiphase media, numerical simulation, Navier-Stokes equation, continual model, acoustic 
resonator, interphase interaction.

ВВЕДЕНИЕ

Одним из разделов современной механики 
жидкости и газа [1–20] является механика неод-
нородных сред [1–3; 5–8; 11; 13–15]. Динамика 
неоднородных – многокомпонентных и многофаз-
ных – сред имеет существенные отличия от клас-
сической гидродинамики [4]. Частным случаем не-
однородных сред являются многофазные среды [1], 
в которых компоненты смеси имеют различное 
агрегатное состояние [1–3]. Предметом исследова-
ния данной работы является динамика смесей, со-
стоящих из газа и взвешенных в газе дисперсных 
включений, сред, именующихся аэрозолями, или 
же газовзвесями [2]. В ряде публикаций проведены 
как теоретические, так и экспериментальные ис-
следования колебаний газа в акустических резона-
торах [7–13; 19; 20]. Изучение динамики однород-
ного газа и аэрозолей в акустических резонаторах 
связано с процессами, протекающими в промыш-
ленной энергетике и криогенных технологиях, в ко-
торых происходит движение газокапельных смесей 
в аэродинамическом и акустическом полях. Учет 
вязкости однородного газа оказывает влияние на 
результаты моделирования динамики газа в аку-
стических резонаторах. В динамике аэрозолей при 
больших, объемных содержаниях дисперсной фазы 
на динамику смеси оказывает влияние межфазное 
взаимодействие. При моделировании динамики не-
однородных сред существует несколько подходов, 
предполагающих моделирование динамики смеси 
в целом – гомогенный подход моделирования пара-
метров смеси в целом [1], а также моделирование 
движения только газовой фазы и расчет траекторий 
незначительного количества частиц [11]. Целью 

исследования является сопоставление физическо-
го эксперимента и численных расчетов колебаний 
двухфазной смеси в трубе, а также изучение влия-
ния межфазного взаимодействия и объемного со-
держания дисперсной фазы на колебания аэрозоля в 
акустическом резонаторе кубической формы. Зада-
ча данного исследования – проведение численных 
расчетов динамики аэрозоля при различных часто-
тах возбуждения колебаний и различных объемных 
содержаниях дисперсной фазы. В расчетах при-
менялась континуальная модель динамики много-
фазных сред, позволяющая учесть взаимодействие 
компонент смеси. Новизной работы является то, что 
математическая модель не только учитывает такие 
факторы, как вязкость, сжимаемость и теплопровод-
ность газа, но и позволяет учесть взаимообратные 
эффекты, связанные с воздействием частиц на дви-
жение несущей среды. Выявленные в работе законо-
мерности возможно использовать при разработке и 
оптимизации аппаратов и технологических процес-
сов, работающих с газокапельными средами.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ

Движение газовзвеси моделируется системой 
уравнений динамики многофазной среды с учетом 
межфазного обмена импульсом и энергией [1–3]. 
Движение несущей среды описывается системой 
уравнений Навье – Стокса [4; 16; 19] для сжима-
емого теплопроводного газа с учетом межфазного 
обмена импульсом и теплообмена:

 (1)
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 (2)

 (3) 

 (5)

 (6)

 (7)

ρ2 = α2ρ20,   e2 = ρ2Cp2T2.
В данной работе рассмотрено плоское течение 

аэрозоля, математическая модель записана для де-
картовой системы координат. В выбранной системе 
координат в двухмерном случае составляющие тен-
зора вязких напряжений несущей среды τxx,τyy,τxy,τyx 
будут иметь вид:

1 1 .∂ ∂
= +
∂ ∂
u vD
x y

Уравнения (1), (5) описывают непрерывность 
плотности несущей среды и средней плотности 
дисперсной фазы, индекс i = 1 относится к несущей 
среде, индекс i = 2 относится к дисперсной фазе. 
Уравнения (2), (3), (6), (7) описывают законы сохра-
нения компонент вектора импульса несущей среды 
(уравнения (2) и (3)) и дисперсной фазы (уравне-
ния (6) и (7)). Уравнения (4) и (8) описывают за-
коны сохранения полной энергии газа и тепловой 
энергии дисперсной фазы.

Межфазный обмен импульсом включает в себя 
силу аэродинамического сопротивления, динамиче-
скую силу Архимеда и силу присоединенных масс [1]. 
Здесь p, ρ1, u1, v1 – давление, плотность, декартовы со-
ставляющие скорости несущей среды в направлении 
осей х и у соответственно; γ, μ, I – постоянная адиа-
баты, динамическая вязкость и внутренняя энергия 
газа; Т1, е1 – температура и полная энергия газа; α, ρ2, 
ρ20, Т2, Сp2, е2, u2, v2 – объемное содержание дисперсной 
фазы, средняя плотность, физическая плотность, 
температура, теплоемкость, внутренняя энергия, де-
картовы составляющие скорости дисперсной фазы.

Рис. 1. Схематическое изображение акустического резонатора. 
L – высота акустического резонатора, h – диаметр трубы.
Fig. 1. Schematic representation of an acoustic resonator. L – the 
height of the acoustic resonator, h – the pipe diameter.

(4)

(8)
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Система уравнений дополнялась замыкающими 
соотношениями:

 

2 0,5
21 21

24 40,4 ,= + +dC  
Re Re

21 1 2 , = -M / c V V

 

( ) 0 55 0 33
21 21 212 0 459 ,= - + , ,Nu exp M , Re Pr

 
Применяются следующие обозначения: r – ра-

диус частиц аэрозоля; λ – теплопроводность газа; 
Pr – число Прандтля [4]; Ср, Сd2, M21, Re21, Nu21 – 
теплоемкость газа, коэффициент сопротивления, 

учитывающий неодиночность частиц и межфаз-
ный обмен импульсом, относительные числа 
Маха, Рейнольдса и Нусельта [2]. В формулах (9) 
Fх, Fy – cоставляющие вектора обмена импульсом 
дисперсной фазы и несущей среды; Q – тепловой 
поток между дисперсной фазой смеси и несущей 
средой [1; 2].

Одним из важных параметров динамики мно-
гофазных сред является объемное содержание 
дисперсной фазы, отношение объема компоненты 
смеси к общему объему смеси αi = Vi /V, при этом 
физическая плотность материала дисперсной фазы 
представляется неизменной. 

Для составляющих скорости несущей сре-
ды и дисперсной фазы задавались однородные 
граничные условия Дирихле. Для остальных 
функций динамики многофазной смеси задавались 
однородные граничные условия Неймана.

Система уравнений динамики многофазной 
среды (1)–(8) решалась двухэтапным явным 
конечно-разностным методом Мак-Кормака, 
позволяющим получать решения второго порядка 
точности [16]. 

Рассмотрим применение численного алгоритма 
на примере скалярного нелинейного уравнения в 
частных производных:

             
(10)

Алгоритм явного конечно-разностного метода 
Мак-Кормака для нелинейного уравнения (10) 
имеет вид [16]:

Здесь Δх, Δy – шаги по пространственным на-
правлениям; Δt – шаг по времени. 

После каждого временного шага для получения 
монотонного численного решения применялась 
схема нелинейной коррекции численного решения 
[17; 18].

РЕЗУЛЬТАТЫ

В расчетах динамики аэрозоля в акустиче-
ском резонаторе-трубе задавались следующие 

Рис. 2. Временные зависимости давления газа в акустическом 
резонаторе на закрытом конце трубы: а – результат численного 
расчета [7]; б – форма кривых, полученных в физическом экс-
перименте [7].
Fig. 2. Time dependences of the gas pressure in the acoustic 
resonator at the closed end of the pipe: а – a result of the numerical 
calculation [7]; б – the shape of the curves obtained in the physical 
experiment [7].

(9)
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параметры моделируемого процесса: дисперс-
ная фаза газовзвеси состояла из частиц с диаме-
тром d = 1 мкм, объемным содержанием дисперс-
ной фазы α = 0,0000065 с дисперсными включени-
ями, равномерно распределенными по всей емко-
сти, для начального момента времени. Физическая 
плотность материала частиц – ρ20 = 913 кг/м3 [7]. 
При t = 0 поршень начинал движение по гармо-
ническому закону y(t) = Asin(ωt), где ω – цикли-
ческая частота первого резонанса колебаний в за-
крытой трубе, ω = pс/L [12; 19; 20]. На рисунке 1 
схематически изображен акустический резонатор. 
Высота акустического резонатора L = 0,938 м, диа-
метр трубы h = 0,1 м, амплитуда хождения поршня 
A = 0,375 мм [9]. 

Вертикальное расположение канала, в котором 
происходят колебания аэрозоля, объясняется тем, 
что при таком расположении акустического резо-
натора процесс гравитационного осаждения более 
длительный. 

На рисунке 2 изображены временные зависимо-
сти давления от времени на закрытом конце трубы, 
рисунок 2а – результат численных расчетов, рису-
нок 2б – профиль временной зависимости, получен-
ной в физическом эксперименте. Амплитуда изме-
нения давления за один период колебаний в числен-
ных расчетах составляет Δр = рmax − рmin = 403 Па, в 

физическом эксперименте величина перепада дав-
ления определена как Δр = рmax − рmin = 525 Па [9]. 
Таким образом, результаты численных расчетов из-
менения давления газа в процессе колебаний аэро-
золя соответствуют приблизительно 77 % от экспе-
риментальной величины. 

Рис. 3. Схематичное изображение акустического резонатора 
кубической формы. L – размеры акустического резонатора, L1 – 
ширина колеблющейся пластины.
Fig. 3. Schematic representation of a cubic acoustic resonator. 
L – the dimensions of the acoustic resonator, L1 – the width of the 
oscillating plate.

Рис. 4. Распределение давления в акустическом резонаторе в момент времени, t = 0,09 c. 
Fig. 4. Pressure distribution in the acoustic resonator at the moment of time, t = 0.09 s.
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Рис. 6. Временная зависимость давления при различном объемном содержании дисперсной фазы ((а) α = 0,00001; (б) α = 0,0001; 
(в) α = 0,001) и временные зависимости для y-составляющих скоростей несущей среды и дисперсной фазы в точке y = L/2, 
x = L/2 (г).
Fig. 6. Time dependence of pressure (volumetric content of the dispersed phase: (а) α = 0.00001; (б) α = 0.0001; (в) α = 0.001) 
and time dependences for the y-components of the velocities of the carrier medium and the dispersed phase at the point y = L/2, 
x = L/2 (г).

На рисунке 3 представлено схематичное изоб-
ражение акустического резонатора кубической 
формы; предполагалось, что колебания происхо-
дят вдоль оси у. Размеры акустического резонато-
ра кубической формы L = 0,4 м [8]. Ширина колеб-
лющейся пластины составляла L1 = 0,1 м. Частота 
колебаний равнялась частоте первого линейного 
резонанса ν = ω/2p = с/2L. Амплитуда колебаний 
А = 1 мм. Плотность материала частиц ρ20 = 913 кг/м3, 

размер частиц d = 1 мкм.
 Пространственное распределение давления 

демонстрирует, что вблизи поверхности колеблю-
щейся мембраны (узел стоячей волны поля скоро-
сти) наблюдается наиболее существенное измене-
ние давления газа (рис. 4). В процессе колебаний 
двухфазной смеси помимо изменения параметров 

Рис. 5. Временная зависимость концентрации частиц в точке с 
координатами x = L/2, y = L/2. 
Fig. 5. Time dependence of the concentration of particles at a point 
with coordinates x = L/2, y = L/2.
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несущей среды происходит периодическое изме-
нение концентрации частиц (рис. 5). Полученные 
в расчетах (α = 0,00001) распределения скоростей 
компонент смеси имеют отличия (рис. 6а). При 
увеличении объемного содержания дисперсной 
фазы газовзвеси амплитуды изменения времен-
ных зависимостей давления газовой фазы (в точке 
y = L/20, x = 3L/4) уменьшаются относительно ам-
плитуды колебаний однородного газа (рис. 6б–г). 
Уменьшение амплитуды колебаний несущей среды 
при увеличении объемного содержания дисперсной 
фазы смеси связано с увеличением интенсивности 
межфазного взаимодействия, вследствие которо-

го уменьшается амплитуда изменения физических 
параметров несущей среды. Абсолютная величина 
изменения модуля скорости (                   ) несу-
щей среды уменьшается при увеличении объемной 
доли частиц (рис. 7а–в). Максимальное значение 
модуля скорости однородного газа в моделируемом 
процессе составляет |V| = 0,82 м/с, максимальные 
значения модуля скорости для несущей среды аэ-
розоля |V1| = 0,79 м/с, |V1| = 0,66 м/с, |V1| = 0,37 м/с, 
для дисперсной фазы |V2| = 0,75 м/с, |V2| = 0,63 м/с, 
|V2| = 0,35 м/с для объемных содержаний α = 0,00001, 
α = 0,0001, α = 0,001 соответственно. Увеличение 
объемного содержания частиц приводит к умень-

2 2
1 1 1| | u v= +V

Рис. 7. Пространственное распределение модуля скорости при различном объемном содержании дисперсной фазы ((а) α = 0,00001; 
(б) α = 0,0001; (в) α = 0,001) и резонансная кривая для колебаний аэрозолей с различными объемными содержаниями дисперсной 
фазы и однородного газа (г).
Fig. 7. Spatial distribution of the modulus of velocity (volumetric content of the dispersed phase: (а) α = 0.00001; (б) α = 0.0001; 
(в) α = 0.001) and resonance curve for oscillations of aerosols with different volumetric contents of the dispersed phase and homogeneous 
gas (г).
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шению величины модуля скорости как несущей 
среды, так и дисперсной фазы.

Частота первого линейного резонанса для мо-
делируемого кубического резонатора составляет 
ν = ω/2p = с/2L = 432 Гц, рассмотрим колебатель-
ные процессы в газе и аэрозоле в окрестностях этой 
частоты. На рисунке 7г представлена резонансная 
кривая колебания однородного газа и аэрозолей с 
различным объемным содержанием дисперсной 
фазы. При увеличении объемного содержания дис-
персной фазы уменьшаются амплитуда колебаний 
давления и резонансная частота.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе на основе модели, учитываю-
щей межкомпонентное взаимодействие в смеси, 
проведены численные расчеты динамики аэрозо-
лей в акустическом резонаторе кубической формы. 
Выявлены закономерности влияния объемного со-

держания на динамику компонент смеси. Результа-
ты расчетов демонстрируют, что при увеличении 
объемного содержания дисперсных частиц проис-
ходит уменьшение амплитуды колебаний давления 
несущей среды аэрозоля в сравнении с колебани-
ями однородного газа на той же частоте и при той 
же амплитуде возбуждения колебаний. Величины 
изменения амплитуды скорости несущей и дис-
персной фазы имеют отличия. Увеличение объ-
емного содержания дисперсной фазы приводит к 
уменьшению модуля скорости как несущей среды, 
так и дисперсной фазы аэрозоля. Также увеличение 
объемного содержания аэрозоля приводит к умень-
шению не только амплитуды, но и резонансной ча-
стоты колебаний несущей среды. 

Работа выполнена в рамках государственного 
задания Федерального исследовательского центра 
Казанского научного центра Российской академии 
наук.
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