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Аннотация. Предложен метод расчета упругих механических напряжений и индуцированных 
электрических полей в приграничной области «квантовая нить – матричный материал». Поверхность 
квантовой нити произвольной формы можно аппроксимировать ограниченным числом элементарных 
участков. Это позволяет провести интегрирование функции Грина в аналитическом виде с использова-
нием подхода Штро. Объектами исследования служили квантовые нити арсенида индия квадратного 
сечения, помещенные в бесконечное пространство матричного материала из арсенида галлия, а также 
квантовые нити нитрида индия гексагонального сечения, заключенные в бесконечное пространство ни-
трида алюминия. Установлено, что на границе «квантовая нить – матричный материал» формируется 
скачок механических напряжений для обоих типов квантовых нитей. Упругие напряжения в центре 
квадратной нити InAs (γxx + γzz) = 0,107, в центре гексагональной нити InN – (γxx + γzz) = 0,196. Внутри 
квадратной квантовой нити InAs распределение x-компоненты напряженности поля возрастает и дости-
гает максимума Ex = 0,4 · 107 В/м. Для гексагональной нити на границе создается скачок напряженно-
сти x-составляющей электрического поля, симметрично спадающий по обе стороны границы. В центре 
гексагональной нити InN напряженность электрического поля становится отрицательной и снижает-
ся до Ex = −47 · 107 В/м. На границе квадратной нити InAs и матрицы GaAs наблюдается максимум 
Ez = −0,8 · 107 В/м. В отличие от квадратных нитей для гексагональных нитей в приграничной области 
InN/AlN создается поле Ez = −138 · 107 В/м.

Ключевые слова: гетероструктуры с квантовыми нитями, функция Грина, упругие напряжения, 
индуцированные электрические поля.

INDUCED MECHANICAL STRAIN AND ELECTRIC FIELDS 
IN NANOHETEROSTRUCTURES WITH qUANTUM WIRES
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Abstract. We proposed a method for calculation of elastic mechanical strain and induced electric fields 
in the boundary region “quantum wire – matrix material”. It is shown that the surface of a quantum wire 
of arbitrary shape can be approximated by a limited number of elementary line segments. This approach 
makes it possible to integrate the Green’s function in analytical form using the Stroh approach. The objects 
of investigation were square quantum wires of indium arsenide placed in an infinite space of gallium arsenide 
matrix material, as well as hexagonal indium nitride quantum wires enclosed in an aluminum nitride infinite 
space. It is established that a mechanical strain jump is formed at the quantum wire – matrix material boundary 
for both types of quantum wires. The elastic strain at the center of the InAs square wire is (γxx + γzz) = 0.107, at 
the center of the InN hexagonal wire is (γxx + γzz) = 0.196. Inside the square InAs quantum wire the distribution 
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of the x-component of the field strength increases and reaches maximum Ex = 0.4 · 107 V/m. at the boundary. 
Jump in the strength of the electric field x-component, symmetrically falling on both sides of the boundary, is 
created for a hexagonal wire. At the center of the InN hexagonal wire the electric field becomes negative and 
falls to Ex = −47 · 107 V/m. It is shown that maximum Ez = −0.8 · 107 V/m is observed at the boundary of 
the InAs square wire and the GaAs matrix. It was found that for a hexagonal wire, unlike square one, a field 
Ez = −138 · 107 V/m is created in the near-boundary region InN/AlN.

Keywords: heterostructures with quantum dots, Green’s function, elastic strain, induced electric fields.

ВВЕДЕНИЕ

Полупроводниковые гетероструктуры с внед-
ренными нановключениями являются низкораз-
мерными системами с уникальными электриче-
скими [1–4] и оптическими свойствами [5–7]. 
Гетероструктуры с квантовыми точками (0D), кван-
товыми нитями (1D) и квантовыми ямами (2D) об-
ладают значительным потенциалом для создания 
высокоэффективных оптоэлектронных устройств: 
лазеров [8], фотодетекторов [9], светодиодов [10], 
солнечных элементов [11]. Гетероструктуры с внед-
ренными нанообъектами по своей природе являют-
ся упрогонапряженными. Актуальность исследова-
ния внутренних механических напряжений в таких 
наноструктурах определяется тем, что они могут 
приводить к искажению зоны Бриллюэна [12; 13] и 
появлению внутренних электрических полей из-за 
пьезоэффекта [14; 15], что значительным образом 
оказывает влияние на выходные характеристики 
наноэлектронных устройств [16].

Количественный анализ упругих напряжений в 
слоистых гетероструктурах проводят с использова-
нием численных методов конечных разностей или 
конечных элементов. Помимо указанных подхо-
дов в последнее время получил широкое развитие 
метод функций Грина, обеспечивающий лучшую 
согласованность с экспериментальными резуль-
татами. Применение аппарата функций Грина для 
расчета напряжений в слоистых гетеросистемах 
можно найти в статьях Т.И. Белянковой и В.В. Ка-
линчука [17; 18]. Ранее в нашей работе [19] был 
представлен аналитический подход к расчету упру-
гой деформации на поверхности полупространства 
полупровод никовой пластины с заглубленными 
квантовыми точками (0D-квантовыми объектами) с 
использованием аппарата функций Грина.

Цель предлагаемой работы заключается в разви-
тии математического аппарата функций Грина для 
расчета упругих напряжений и электрических по-
лей в гетероструктурах с внедренными квантовыми 
нитями квадратного и гексагонального сечения.

ТЕОРИя

Рассмотрим математическую задачу расчета ин-
дуцированных механических напряжений и элек-
трических полей в гетероструктурах с внедренны-
ми квантовыми нитями. Для расчета статических 
деформаций в твердом теле используется система 
линейных уравнений:

σij = Cijmnγmn − ekijEk,

Di = eijkγjk + εijEk,
где σij – тензор механических напряжений, Cijmn – 
тензор модулей упругости, Di – компоненты вектора 
электрического смещения, Ek – компоненты векто-
ра напряженности электрического поля, eijk – тензор 
пьезоэлектрических коэффициентов, γmn – тензор 
деформации, εij – тензор абсолютной диэлектриче-
ской проницаемости.

В унифицированных обозначениях тензор 
механических напряжений и тензор деформации 
можно записать в виде:

                                                       ,

                                                       ,
                                                       

                                                                    

Введенная индексация позволяет записать 
выражение (1) в компактном виде:

σij = CiJKlγKl ,
σiJ,i + FJ = 0.

Компоненты тензора деформации γIj являются 
суммой компонент тензора напряжений , обус-
ловленных несоответствием параметров кри-
сталлических решеток матричного материала и 
квантовой нити, и компонент тензора внешних на-

(1)

(2)
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пряжений      , наблюдаемых за пределами кванто-
вой нити:

(3)
Подставляя уравнение (3) в выражение (2), 

получим:
(4)

Параметрическая константа χ = 1, если рассчи-
тываемая координата находится внутри квантовой 
нити, и χ = 0, если координата находится за 
пределами нити.

Внутри квантовой нити должно выполняться 
условие:

.                     (5)
Компоненты вектора смещения uK,li описывают 

как механические смещения для K = 1,2,3, так и 
электрические поля для K = 4 и могут быть най-
дены, как это показано ниже, с помощью аппарата 
функций Грина.

Рассмотрим квантовую нить произвольной 
формы с границей s, помещенную внутрь бес-
конечной среды, которая образована базовым 
полупроводниковым материалом с кристаллической 
решеткой, отличающейся по параметру решетки от 
квантовой нити. Обозначим коэффициенты тензора 
модуля упругости за пределами квантовой нити 
через , внутри квантовой нити через . 
Разделим границу квантовой нити на N сегментов. 
В этом случае на границе должно выполняться 
условие для базового материала:

(6)

для квантовой нити:

(7)

где  и  – специальные двумерные функции 
Грина, которые определяются соотношениями:

         

(8)

Коэффициенты, входящие в выражение (8), мож-
но найти, используя формализм Штро, в котором 
собственные значения p и собственный вектор a 
связаны уравнением:

[Q + p(R + Rτ) + p2T]a = 0,
QIJ = C1IJ1, RIJ = C1IJ3, TIJ = C3IJ3.

После нахождения собственного вектора a мож-
но найти собственный вектор b из уравнения:

(10)

Матрицы A и B задаются через векторы a и b в 
виде:

A = [a1,a2, a3, a4], B = [b1,b2, b3, b4].         (11)
При этом собственные векторы должны удов-

летворять равенству:
                      (12)

где δIJ – единичная матрица размерности 4 × 4.
Полученные выражения (8)–(12) позволяют 

рассчитать компоненты тензора напряжений γpq и 
компоненты вектора напряженности электрическо-
го поля Ep для каждого из N-сегментов квантовой 
нити:

(13)

(14)

Уравнения (13) и (14) далее используются для 
теоретического исследования распределения упру-
гих механических напряжений и электрических по-
лей в гетероструктурах с внедренными квантовыми 
нитями. Способ расчета с разделением на элемен-
тарные геометрические блоки и методика расчетов 
описаны ранее в нашей статье [20]. 

РЕЗУЛЬТАТы И Их ОБСУЖДЕНИЕ

Для расчетов использовали два типа внедренных 
квантовых нитей с квадратным и гексагональным 
сечениями. Внешний вид моделируемых систем 
«квантовая нить – матричный полупроводник» по-
казан на рисунке 1. Материалом для квантовых ни-
тей с квадратным сечением служил арсенид индия, 
помещенный в матрицу арсенида галлия с кристал-
лографической ориентацией (001). Гексагональные 
квантовые нити предполагались выполненными из 
нитрида индия, окруженного нитридом алюминия с 

(9)
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кристаллографической ориентацией (0001). Сведе-
ния об используемых при расчетах материальных 
константах представлены в таблице 1, данные для 
которой взяты из источника [21]. Представленные 
в таблице коэффициенты наглядно отражают раз-
личие механических свойств рассматриваемых ар-
сенидов и нитридов, учитывая форму и симметрию 
изучаемых квантовых нитей.

На рисунке 2а представлены результаты расчета 
распределения упругих механических напряжений 
внутри квантовой нити арсенида индия квадратного 
сечения, помещенного в бесконечное пространство 
матричного материала из арсенида галлия. Видно, 
что на границе раздела «квантовая нить – матрич-
ный материал» возникает скачок механических на-
пряжений. Вдали от квантовой нити в матричном 
материале напряжения стремятся к нулю. По мере 
приближения к границе квантовой нити в арсени-
де галлия формируются незначительные отрица-
тельные напряжения. На границе в пределах 1,5 нм 
образуется сильный скачок механических напряже-

ний, достигающий в единицах гидростатического 
напряжения (γxx + γzz) = 0,135. Важно отметить, что 
в отличие от протяженного матричного материала, 
в котором происходит полная релаксация напря-
жений, в квантовой нити из-за ее малых размеров, 
напротив, механические напряжения не исчезают, 
а сохраняются на уровне (γxx + γzz) = 0,107. Относи-
тельно центра квантовой нити распределение упру-
гих напряжений симметрично. Иными словами, в 
центре квантовой нити наблюдается минимум на-
пряжений; на правой и левой ее границах – макси-
мум напряжений. На границах раздела формируют-
ся скачки механических напряжений. 

Рисунок 2б отражает распределение x-компо-
ненты напряженности электрического поля Ex. 
В целом поведение этого параметра согласованно 
повторяет изменение гидростатических упругих 
напряжений, рассмотренных ранее. В матричном 
материале арсенида галлия на достаточном уда-
лении от квантовой нити Ex стремится к нулю. 
На границе квантовой нити со стороны арсенида 

Параметр
Parameter GaAs(001) InAs(001) InN(0001) AlN(0001)

C11 = C22 = C33, ГПа (GPa) 83,3 118,8 – –
C11 = C22, ГПа (GPa) – – 223,1 395,9
C12 = C13 = C23, ГПа (GPa) 45,3 53,8 – –
C33, ГПа (GPa) – – 224,0 373,1
C44 = C55 = C66, ГПа (GPa) 39,6 59,4 – –
C12, ГПа (GPa) – – 114,8 137,2
C13 = C23, ГПа (GPa) – – 92,1 107,7
C44 = C55, ГПа (GPa) – – 47,8 115,9
C66, ГПа (GPa) – – 54,0 129,5
e14 = e25 = e36, Кл/м2 (C/m2) −0,046 −0,16 – –
e15 = e24, Кл/м2 (C/m2) – – −0,22 −0,48
e31 = e32, Кл/м2 (C/m2) – – −0,57 −0,58
e33, Кл/м2 (C/m2) – – 0,97 1,55
ε11 = ε22 = ε33, Ф/м (F/m) 0,135·10−9 0,111·10−9 – –
ε11 = ε22, Ф/м (F/m) – – 0,133·10−9 0,079·10−9

ε33, Ф/м (F/m) – – 0,133·10−9 0,097·10−9

γ*
11 = γ*

22 = γ*
33 0,07 0,07 – –

γ*
11 = γ*

22 – – 0,136 0,136
γ*

33 – – 0,127 0,127

Таблица 1. Материальные константы для GaAs, InAs, InN, AlN
Table 1. Material constants for GaAs, InAs, InN, AlN
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галлия напряженность поля достигает минималь-
ного значения −1,7 · 107 В/м. На внутренней гра-
нице квантовой нити происходит резкий перепад 
напряженности электрического поля. Вдоль оси Ox 
наблюдается плавный рост напряженности поля, 
который достигает 0,4 · 107 В/м. Общий перепад 
компоненты Ex равен 2,1 · 107 В/м. Отметим, что 
внутри квантовой нити, в отличие от убывающего 
распределения упругих напряжений, распределе-
ние x-компоненты напряженности электрического 
поля возрастает.

Поведение z-составляющей напряженности 
электрического поля показано на рисунке 2в. Кар-
тина распределения Ez кардинально отличается от 
пространственных зависимостей упругих напряже-
ний (γxx + γzz) и напряженности Ex. Во-первых, на-
блюдается явный максимум на границе «квантовая 

нить – матричный материал», достигающий значе-
ния Ez = −0,8 · 107 В/м. Во-вторых, z-составляющая 
напряженности электрического поля отрицательна 
как внутри квантовой нити с минимумом в ее цен-
тре – Ez = −1,3 · 107 В/м, так и в матричном материа-
ле арсенида галлия. В-третьих, напряженность Ez в 
матричном материале не спадает до нуля, а выходит 
на насыщение при Ez = −2,6 · 107 В/м.

Результаты расчетов индуцированных меха-
нических напряжений в гетероструктурах AlN с 
внедренными гексагональными квантовыми нитя-
ми InN показаны на рисунке 3а. характер распре-
деления упругих напряжений в гексагональных 
нитях подобен распределению в нитях с квадрат-
ным сечением. Однако следует выделить несколько 
существенных отличий. Абсолютное значение ги-
дростатических напряжений в 1,8 раза выше, чем 
в нитях с квадратным сечением, что обусловлено 
как различием констант упругости, так и геоме-
трией моделируемой системы. Максимальное зна-
чение достигается на границе раздела и составляет 
(γxx + γzz) = 0,217. Наблюдается резкий пик, который 
плавно спадает к стационарному распределению, 
равному (γxx + γzz) = 0,196. Еще одним отличием 
данного типа квантовых нитей является более раз-
мытая область скачка упругих напряжений, которая 
достигает 2,3 нм, что на 0,8 нм выше, чем для ни-
тей с квадратным сечением. Упругие напряжения 
достаточно быстро релаксируют в матричном мате-
риале AlN до нулевых значений.

Распределение электрического поля для Ex вдоль 
границы раздела представлено на рисунке 3б. Вид-
но, что характер распределения для гексагональной 
нити принципиально отличается от аналогичного 
распределения для нитей с квадратным сечением. 
На границе «квантовая нить – матрица» создается 
скачок напряженности электрического поля, сим-
метрично спадающий по обе стороны границы. 
В матричном материале AlN он полностью исчезает 
на расстояниях более 8,0 нм от границы. В центре 
квантовой нити напряженность поля становится от-
рицательной и падает до −47 · 107 В/м. При этом 
напряженность поля стабилизируется быстрее, чем 
в матричном материале. Выравнивание напряжен-
ности наблюдается на расстоянии 5 нм от границы 
по направлению к центру квантовой нити. Отри-
цательные значения напряженности объясняются 

Рис. 1. Квантовые нити: а – квадратного сечения InAs/GaAs 
(001), б – гексагонального сечения InN/AlN (0001)

Fig. 1. Quantum wires: a – square InAs/GaAs (001), б – 
hexagonal InN/AlN (0001)
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Рис. 2. Распределение рассчитанных параметров для кван-
товой нити квадратного сечения InAs/GaAs (001): а –  упругих 
напряжений (γxx + γzz), б – напряженности электрического поля 
Ex, в – напряженности электрического поля Ez

Fig. 2. Distribution of calculated parameters for a square 
quantum wire InAs/GaAs (001): а – elastic strain (γxx + γzz), б – 
electric field strength Ex, в – electric field strength Ez

тем, что нитрид индия в отличие от арсенида индия 
проявляет пьезоэлектрические свойства, что и ска-
зывается на особенностях распределения x-компо-
ненты напряженности поля.

Поведение z-компоненты электрического поля 
для гексагональных квантовых нитей зеркально 
симметрично распределению Ez в случае нитей с 
квадратным сечением. Напряженность поля так-
же отрицательна внутри квантовой нити и в ма-
тричном материале. Основное отличие заключает-
ся в том, что вместо максимума, наблюдаемого в 
случае квадратных нитей, на границе «квантовая 
нить – матричный материал» имеет место мини-
мум напряженности электрического поля. Следует 
отметить, что в отличие от квадратных нитей из 
арсенида индия для гексагональных нитей нитрида 
индия в приграничной области InN/AlN создается 
значительное электрическое поле, превышающее 
аналогичное поле для InAs/GaAs на два поряд-
ка и достигающее величины Ez = −138 · 107 В/м. 
В центре гексагональной квантовой нити на-
пряженность поля Ez спадает более чем в 3 раза 
до Ez = 41 · 107 В/м. В матричном материале ни-
трида алюминия z-компонента напряженности 
на расстоянии, равном радиусу квантовой нити, 
составляет Ez = −42 · 107 В/м. Область снижения 
напряженности электрического поля внутри кван-
товой нити более узкая. Снижение напряженности 
по сравнению с максимумом происходит внутри 
квантовой нити на расстоянии 1,7 нм, в матричном 
материале – на расстоянии 3,1 нм.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные в работе результаты позволяют сде-
лать вывод о том, что разработанный метод расче-
та упругих напряжений и электрических полей с 
использованием функции Грина и подхода Штро в 
приграничной области «квантовая нить – матрич-
ный материал» является эффективным математиче-
ским инструментом. Проведено моделирование и 
комплексный анализ распределения механических 
напряжений и распределения x- и z-компонент на-
пряженности электрического поля для арсенид-ин-
диевых квантовых нитей квадратного сечения, по-
мещенных в бесконечное матричное пространство 
арсенида галлия, и для нитрид-индиевых кванто-
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