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Аннотация. В рамках теории наложения малых деформаций на конечную проведена последователь-
ная линеаризация определяющих соотношений нелинейной механики термоупругой сплошной среды. 
В процессе преобразований была использована материальная система координат Лагранжа, связанная 
с естественной конфигурацией тела. Предполагалось, что начальное напряженное состояние термо-
упругого полуограниченного тела обусловлено как воздействием механических усилий, так и влиянием 
температуры (преднагрев). В линеаризованных тензорах напряжений Пиолы и Кирхгофа, участвующих 
в уравнениях движения и граничных условиях, удержаны все члены, которые содержат высшие степени 
начальной деформации и квадраты температуры. Выражения, определяющие линеаризованный закон 
состояния преднапряженной среды, а также линеаризованные уравнения, описывающие движение тер-
моупругой среды при больших начальных деформациях, представлены в тензорном виде с последу-
ющим переходом к компонентному представлению всех соотношений в цилиндрической ортогональ-
ной системе координат. Для конкретной формы термоупругого потенциала при однородной начальной 
деформации приведены окончательные выражения, определяющие линеаризованный закон состояния 
преднапряженной среды, а также линеаризованные уравнения, описывающие движение термоупругой 
среды при больших начальных деформациях. Полученные представления позволяют эффективно ис-
следовать влияние начальных напряжений и температуры на характеристики динамического процесса 
в термоупругом цилиндре.

Ключевые слова: преднапряженный термоупругий цилиндр, начальная деформация, начальные 
напряжения, предварительный нагрев, термодинамический потенциал, термоупругие волны. 

EQUATIONS OF DYNAMICS FOR PRESTRESSED THERMOELASTIC CYLINDER

D.N. Sheydakov1, T.I. Belyankova1, N.E. Sheydakov2, V.V. Kalinchuk1

Within the theory of small deformations superposed on a finite one, a step-by-step linearization of the 
constitutive relations for the nonlinear mechanics of a thermoelastic medium is carried out using a cylindrical 
coordinate system. In the transformations, the Lagrangian material coordinate system, connected with the natural 
configuration of the body, is used. It is assumed that the initial stress state of a thermoelastic semibounded body 
is both due to the action of mechanical forces and the effect of temperature (preheating). In the linearized Piola 
and Kirchhoff stress tensors involved in the equations of motion and boundary conditions, all terms that contain 
higher degrees of initial deformation and squares of temperature are retained. The expressions that determine 
the linearized constitutive law of a prestressed medium, as well as the linearized equations describing the 
motion of a thermoelastic medium with large initial deformations, are presented in the tensor form with the 
subsequent transition to the component representation of all relations in a cylindrical orthogonal coordinate 
system. For the specific form of the thermoelastic potential and for homogeneous initial deformation, the final 
expressions that determine the linearized constitutive law of the prestressed medium are given, as well as the 
linearized equations describing the motion of the thermoelastic medium with large initial deformations. The 
obtained results make it possible to effectively study the influence of initial stresses and temperature on the 
characteristics of dynamic process in a thermoelastic cylinder.
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ВВЕДЕНИЕ

Вопросы распространения гармонических волн 
в цилиндрических термоупругих телах изучались 
многими авторами [1–10]. Распространение про-
дольных термоупругих волн обсуждалось в рабо-
тах [1; 2]. В статьях [3; 4] исследовались термо-
диффузионные процессы. В публикациях [5; 6] 
изучались особенности распространения осесим-
метричных термоупругих волн в цилиндрических 
панелях. В работах [7; 8]  были рассмотрены внеш-
ние задачи распространения термоупругих волн в 
полупространстве с цилиндрической полостью. 
В статьях [9; 10] исследована проблема распростра-
нения термоупругих волн в цилиндрических телах, 
погруженных в жидкость. Начальные напряжения 
в указанных публикациях не учитывались. Опреде-
ляющие соотношения динамики преднапряженной 
термоупругой среды с прямолинейными границами 
построены в работе [11]. Была проведена последо-
вательная линеаризация соотношений нелинейной 
механики термоупругой среды в декартовой систе-
ме координат Лагранжа, связанной с естественной 
конфигурацией тела. На основе полученных опре-
деляющих соотношений в публикациях [12–15] 
исследованы особенности распространения тер-
моупругих волн в предварительно напряженном 
слое [12–14] и полупространстве [15]. В статье [16] 
построена функция Грина для термоупругого пред-
варительно напряженного полупространства с 
неоднородным покрытием. Приведенные в этой 
публикации соотношения позволяют исследовать 
широкий спектр проблем распространения волн в 
термоупругих неоднородных предварительно на-
пряженных средах с прямолинейными границами. 

В настоящей работе построены определяющие 
соотношения динамики преднапряженного термо-
упругого цилиндра. Как и в работе [11], в ходе их вы-
вода предполагалось, что начальное напряженное 
состояние цилиндра обусловлено как воздействием 
механических усилий, так и влиянием температуры 
(преднагрев). В линеаризованных уравнениях дви-
жения и граничных условиях удержаны все члены, 
которые содержат квадраты температуры. Оконча-
тельные выражения, определяющие линеаризован-
ный закон состояния преднапряженной среды, а 
также линеаризованные уравнения, описывающие 
движение термоупругого цилиндра при больших 
начальных деформациях, построены в цилиндри-

ческой системе координат. В работе представлен их 
вид для конкретной формы термоупругого потен-
циала при однородной начальной деформации.

НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ 
ИЗ НЕЛИНЕЙНОЙ МЕХАНИКИ 

ТЕРМОУПРУГОЙ СПЛОшНОЙ СРЕДЫ

Нелинейные свойства термоупругого материала 
определяются формулами:

        (1.1)

где П и Р – тензоры напряжений Пиолы и Кирхгофа, 
h – вектор потока тепла, η – удельная энтропия (на 
единицу объема), χ = χ(S,θ) – удельная свободная 
энергия термоупругого тела, S – тензор деформации 
Коши – Грина, G – мера деформации Коши – Грина, 
C – градиент деформации, g – градиент температу-
ры, R – радиус-вектор частицы деформированного 

тела, θ – температура тела, 
o
∇  – набла-оператор в 

отсчетной конфигурации, E – единичный тензор.
Уравнения движения и теплопроводности нели-

нейного материала в общем случае имеют вид:

    (1.2)

    (1.3)

Здесь ρ0 – плотность недеформированного тела, 
b – вектор интенсивности массовых сил, w = R − r – 
вектор перемещений (r – радиус-вектор частицы 
тела в недеформированной конфигурации), ρ0r – 
интенсивность объемных источников тепла.

ЛИНЕАРИЗАЦИЯ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ 
СООТНОшЕНИЙ НЕЛИНЕЙНОЙ МЕХАНИКИ 

ПРЕДНАПРЯЖЕННОЙ ТЕРМОУПРУГОЙ 
СПЛОшНОЙ СРЕДЫ

Пусть существует некоторое начальное дефор-
мированное и предварительно нагретое состояние 
термоупругого тела. Полагаем, что величины, ха-
рактеризующие это состояние, не зависят явно от 
времени:

R = R(r), θ = θ(r).                    (2.1)
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Согласно уравнениям (1.2) и (1.3), при отсут-
ствии массовых сил и объемных источников тепла 
такое состояние описывается уравнениями

                (2.2)
Далее предположим, что под действием некото-

рых массовых и поверхностных сил телу придается 
малое возмущение начального состояния (2.1) (ха-
рактеристики возмущенного состояния будем обо-
значать индексом ×):

R× = R + εu, w× = R× − r = w + εu, θ× = θ + εT. (2.3)
Здесь u – вектор добавочных перемещений, T – 

добавочная температура, ε – малый параметр. Для 
тензора напряжений Пиолы, удельной энтропии 
и вектора потока тепла справедливы следующие 
представления: 

П× = П + εП● + о(ε2),
η× = η +εη● + о(ε2),                     (2.4)
h× = h +εh● + о(ε2).

Здесь П● – линеаризованный тензор напряжений 
Пиолы, η● – линеаризованная энтропия, h● – линеа-
ризованный вектор потока тепла, которые вычисля-
ются по формуле [17]:

Согласно (1.2) и (1.3), возмущенное состояние 
описывается уравнениями:

     (2.5)

.0
o

=
∂
η∂

θ+⋅∇
×

××

t
h                     (2.6)

Используя соотношения (2.3) и (2.4), линеари-
зуем уравнение движения (2.5) и уравнение тепло-
проводности (2.6) в окрестности начального состо-
яния:

      (2.7)

.0
o

=
∂
η∂

θ+⋅∇
•

•

t
h                      (2.8)

Линеаризованные тензор напряжений Пиолы, 
удельная энтропия и вектор потока тепла определя-
ются соотношениями [11; 17]:

     (2.9)
   

(2.10)

   
(2.11)

Символом «○» обозначена операция полного ум-
ножения, которая для двух тензоров A и B ранга p 
и q соответственно определяется формулой (p ≥ q): 

где { }3
1=iie  – некоторый векторный базис в трехмер-

ном евклидовом пространстве, Ai..jk..l и Bm..n – компо-
ненты тензоров A и B в этом базисе.

Линеаризованное уравнение теплопроводно-
сти (2.8) с учетом представления (2.10) примет вид:

 

(2.12)

Здесь κ – теплоемкость при постоянной дефор-
мации.

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ 
ТЕРМОУПРУГОЙ СРЕДЫ

Рассмотрим представление удельной свободной 
энергии термоупругого тела:

     

(3.1)

Здесь 4С – тензор упругих коэффициентов II по-
рядка (характеризует линейную деформацию при 
постоянной температуре), 6С – тензор упругих ко-
эффициентов III порядка (характеризует нелиней-
ную деформацию при постоянной температуре), 
Q – тензор коэффициентов термоупругости, c – 
удельная теплоемкость, θ0 – температура тела в не-
деформированном состоянии.

Для потенциала (3.1) из соотношений (1.1) по-
лучим: 

           (3.2)
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Для определения вектора потока тепла h исполь-
зуется формула

h = −K ∙ g.                          (3.3)
В общем случае тензор коэффициентов удель-

ной теплопроводности K может быть функцией 
градиента деформации C, температуры θ и гради-
ента температуры g. В настоящей работе предпола-
гается, что имеет место линейный закон теплопро-
водности Фурье, то есть тензор K является посто-
янной величиной.

Используя формулы (3.2), из представления (2.9) 
найдем линеаризованный тензор напряжений Пио-
лы П● для потенциала (3.1):

        

(3.4)

Линеаризованный вектор потока тепла (2.11) с 
учетом выражения (3.3) записывается следующим 
образом:

.
o

T∇⋅−=• Kh                        (3.5)
С учетом представлений (3.2) и (3.5) линеаризо-

ванное уравнение теплопроводности (2.12) примет 
вид:

    (3.6)

ОДНОРОДНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ 
В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

Рассмотрим однородную деформацию и предва-
рительный нагрев термоупругого тела в цилиндри-
ческой системе координат:

R = Λ ∙ r, θ = θ1 = const,           (4.1)
r = rer + zez,  Λ = λrerer + λzezez,

где r, φ, z – лагранжевы цилиндрические координа-
ты, er, eφ, ez – ортонормированный векторный базис 

( ) .
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цилиндрических координат, λr, λz – кратности удли-
нений вдоль соответствующих координатных осей, 
θ1 – температура тела в начальном деформирован-
ном состоянии.

Для единообразия записи введем следующие 
обозначения:

er ~ e1, eφ ~ e2, ez ~ e3,
r ~ q1, φ ~ q2, z ~ q3.

В этом случае выражения для градиента дефор-
мации C и тензора деформации S имеют вид:

      

(4.2)

Здесь Hk (k = 1,2,3) – коэффициенты Ламэ для ци-
линдрической системы координат. Используя (4.2), 
выпишем соотношения (3.2), (3.3) в координатной 
форме:

(4.3)

При этом следует помнить, что материальные 
параметры в цилиндрической системе координат 
Cijkl, Cijklmn, Qij , Kij в общем случае анизотропии за-
висят от координаты φ.

Полученное выражение вектора потока тепла h 
удовлетворяет тождественно второму уравнению 
равновесия (2.2), а из первого уравнения следуют 
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ограничения на симметрию термоупругих свойств 
цилиндра, необходимые для существования одно-
родной начальной деформации и предварительного 
нагрева (4.1):

⇓

ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ ТЕНЗОРЫ 
НАПРЯЖЕНИЙ ПИОЛЫ И КИРХГОФА 

В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

Выражения для градиента вектора добавочных 

перемещений u
o
∇  и линеаризованной меры де-

формации Коши – Грина G● в случае однородной 
начальной деформации и предварительного нагре-
ва (4.1) имеют вид:

u = urer + uφeφ + uzez = ukek,

( ) ( )....... ,
i

i q∂
∂

=

Представления линеаризованных тензоров на-
пряжений Пиолы и Кирхгофа (3.4) в цилиндриче-
ской системе координат записываются следующим 
образом:

(5.1)

      

Участвующие в соотношении (5.1) коэффициен-
ты имеют вид:

Линеаризованный вектор теплопроводно-
сти (3.5) представляется выражением:

Используя формулы (3.2) и (4.1), выпишем лине-
аризованные уравнения движения (2.7) и теплопро-
водности (3.6) в скалярной форме (j = 1,2,3):
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После замены 

окончательно получим (j = 1,2,3):

МАТЕРИАЛЬНЫЕ ПАРАМЕТРЫ 
В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

Пусть i1, i2, i3 – ортонормированный базис декар-
товой системы координат. Тогда:

⇓

Здесь , , mnpqC~  и pqrstvC~  – материальные 
параметры в декартовой системе координат.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведена последовательная линеаризация 
определяющих соотношений нелинейной меха-
ники термоупругой среды. Предполагалось, что 
начальное напряженное состояние термоупруго-
го полуограниченного тела обусловлено как воз-
действием механических усилий, так и влиянием 
температуры (преднагрев). Определяющие соот-
ношения, а также линеаризованные уравнения, 
описывающие движение термоупругой преднапря-
женной среды при больших начальных деформа-
циях, представлены в тензорном виде, а также в 
компонентной форме в цилиндрической системе 
координат.

Работа выполнена в рамках реализации государ-
ственного задания ЮНЦ РАН, № госрегистрации 
01201354242.
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