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Аннотация. В рамках линеаризованной теории наложения малых деформаций на конечную ста-
тическую в системе координат Лагранжа исследовано влияние учета упругих модулей II, III и IV по-
рядка первоначально изотропного материала на изменение его свойств в зависимости от характера 
начальных воздействий. В качестве упругого потенциала первоначально изотропного тела использо-
вано представление удельной потенциальной энергии через алгебраические инварианты тензора де-
формации Коши – Грина с учетом упругих модулей III и IV порядков. В работе приведены уравнения 
движения, граничные условия и соотношения, определяющие состояние предварительно напряженного 
тела, линеаризованные в материальной системе координат Лагранжа в окрестности некоторого равно-
весного начального напряженного состояния. Форма полученных соотношений позволяет в рамках ли-
неаризованной теории достаточно эффективно учитывать нелинейные эффекты «второго» и «третьего» 
порядков влияния начальной деформации на упругие свойства первоначально изотропного тела. Для 
сравнения приведены выражения для компонент тензора Кирхгофа и упругих модулей преднапряжен-
ного материала в линейном приближении, то есть в случае действия малых деформаций. Численные 
результаты приведены для изотропного объемного металлического стекла на основе палладия.

Ключевые слова: начальное напряженно-деформированное состояние, начальные деформации, 
начальные механические напряжения, изотропный материал, упругие модули высших порядков, 
удельная потенциальная энергия. 

PECULIARITIES OF PRE-STRESSED ISOTROPIC MATERIALS 
WITH REGARD TO ELASTIC MODULI OF THE HIGHEST ORDERS
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Abstract. We have investigated the influence of elastic moduli of the second, third and fourth orders of 
an initially isotropic material on the change of properties depending on the character of initial actions in the 
framework of the linearized theory of the superposition of small deformations on the finite static deformation in 
Lagrangian coordinate system. As an elastic potential of the initially isotropic body, the expression of specific 
potential energy by algebraic invariants of Cauchy-Green deformation tensor with regard to elastic moduli of 
the third and fourth orders was used. In this paper we present the motion equations, the boundary conditions 
and the relations determining the state of the pre-stressed body, linearized in Lagrangian material coordinate 
system in the neighbourhood of some equilibrium initially stressed state. The obtained relations allow us to 
take effectively into account the non-linear effects of the “second” and “third” orders of the initial deformation 
influence on the elastic properties of the initially isotropic body in the framework of the linearized theory. For 
comparison purposes, expressions for Kirchhoff tensor components and for elastic moduli of a pre-stressed 
material in a linear approximation (in case of the action of small deformations) are presented. The numerical 
results are presented for the isotropic bulk metallic glass on the basis of palladium.
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ВВЕДЕНИЕ

Широкое использование различного рода дета-
лей и конструкций из новых искусственных мате-
риалов в строительстве, машиностроении и элек-
тронике приводит, с одной стороны, к необходимо-
сти исследования физических свойств этих матери-
алов, с другой стороны, к контролю технологиче-
ских и прочностных характеристик самих деталей 
в зависимости от режимов и условий эксплуатации. 
Проведение подобных исследований связано с ре-
шением сложных прикладных задач статической 
и динамической теории упругости, необходимость 
решения которых определила создание математи-
ческих моделей, с той или иной степенью точности 
отражающих процессы, происходящие в исследуе-
мых материалах. В свою очередь, моделирование 
процессов, протекающих в телах, с учетом раз-
личного рода начальных воздействий основано на 
использовании упругого потенциала [1; 2], описы-
вающего энергию, накапливаемую в процессе де-
формирования (нагружения). Упругий потенциал в 
общем случае представляет собой скалярную функ-
цию градиента места частицы в деформирован-
ном состоянии, тензора деформации или одной из 
мер деформации [3; 4]. Применение той или иной 
формы потенциала определяется спецификой рас-
сматриваемой задачи и используемой системой ко-
ординат. Для изотропных материалов упругий по-
тенциал представляется в виде скалярной функции 
инвариантов одного из тензоров меры деформации 
или тензора деформации [2–4]. При моделировании 
мягких и резиноподобных материалов достаточно 
успешно использовались различные формы квад
ратичных зависимостей потенциала от инвариан-
тов [3]. Для более жестких материалов (горные по-
роды, металлы, сплавы, кристаллы и  т.д.) широко 
используется предложенное Мурнаганом [5] пред-
ставление упругого потенциала в виде кубической 
функции инвариантов тензора деформации Коши – 
Грина, в котором наряду с упругими константами 
II порядка участвуют константы III порядка. В на-
стоящее время благодаря теоретическим и экспери-
ментальным работам известны значения констант 
III порядка как для широкого круга металлов, спла-
вов и различных конструкционных материалов, 
кристаллов с различными классами симметрии, так 
и для некоторых горных пород [6–8]. Использова-
ние моделей гиперупругого материала с модулями 
упругости III порядка позволило более точно опи-

сывать свойства преднапряженной среды: исследо-
вать эффекты второго порядка  [9;  10], определять 
механические напряжения [11; 12], изучать особен-
ности динамики, распространения и локализации 
волн [13–26]. 

Для более полного учета начальных воздействий 
на динамику преднапряженных сред в работе [4] в 
рамках наложения малых деформаций на конеч-
ную статическую в системах координат Лагранжа и 
Эйлера проведена последовательная линеаризация 
нелинейных уравнений механики твердого упру-
годеформируемого тела в окрестности некоторого 
начального напряженного состояния. Приведен вы-
вод определяющих соотношений и уравнений дви-
жения линеаризованной теории динамики упругой 
преднапряженной среды в произвольной, в общем 
случае криволинейной системе координат, выра-
жения представлены в компактной, удобной для 
исследований форме. В  работах [4;  20–26] лине
аризованные уравнения использованы при реше-
нии ряда конкретных краевых и смешанных задач 
динамической теории упругости. В частности, для 
модели первоначально изотропного гиперупруго-
го материала с потенциалом в форме Мурнагана 
[23–25] исследовано влияние характера начальных 
механических воздействий на формирование, рас-
пространение и локализацию волновых полей как 
в однородных, так и неоднородных предварительно 
напряженных средах. 

В последнее время появился ряд новых, пер-
спективных в практическом применении матери-
алов, обладающих уникальными физическими 
свойствами, в частности, до начала пластического 
течения они способны выдерживать чрезвычай-
но высокий уровень упругой деформации, при ко-
тором нелинейность упругих свойств становится 
весьма существенной. Для изотропных тел в рабо-
тах [27–29] экспериментально определены упругие 
модули III и IV порядков для объемных металличе-
ских стекол на основе циркония и палладия. Учет 
модулей IV  порядка приводит к необходимости 
усовершенствования определяющих соотношений, 
полученных в работе  [4]. В  настоящей работе в 
рамках линеаризованной теории наложения малых 
деформаций на конечную в системе координат Ла-
гранжа исследовано влияние учета упругих моду-
лей II, III и IV порядка изотропного материала на 
изменение его свойств в зависимости от характера 
наведенного начально-деформированного состоя-
ния. В качестве упругого потенциала первоначаль-
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Рис. 1. Влияние учета модулей высших порядков исходного материала на        при одноосном начальном воздействии 1x1
Fig. 1. Effect of accounting for the higher-order modules of the original material on the coefficients       in the case of uniaxial initial 

loading 1x1

но изотропного тела использовано его представле-
ние через алгебраические инварианты тензора де-
формации Коши – Грина с учетом упругих модулей 
III и IV порядков. Приведенные в работе уравнения 
движения, граничные условия и определяющие со-
отношения позволяют в рамках линеаризованной 
теории достаточно эффективно исследовать вли-
яние нелинейных эффектов действия начальной 
деформации на физические и динамические свой-
ства предварительно напряженных первоначально 
изотропных материалов.

ПОСТАНОВКА КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
ДЛЯ ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННОГО 

ПЕРВОНАЧАЛЬНО ИЗОТРОПНОГО 
УПРУГОГО ТЕЛА 

В ЛАГРАНЖЕВОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

В рассмотрение вводятся декартовый ортонор-
мированный базис  i1,  i2,  i3 и начально-деформиро-
ванная V-конфигурация (далее НДК) с координата-
ми xi, i = 1, 2, 3, связанная с естественной v-конфи-
гурацией (далее ЕК) с лагранжевыми координатами 

СВОЙСТВА ПРЕДНАПРЯЖЕННЫХ ИЗОТРОПНЫХ МАТЕРИАЛОВ...                          5
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ai, i = 1, 2, 3 соотношениями
R = r ∙ Λ, G = Λ ∙ ΛT, Λ = δijvirirj, vi = const.   (1)

R = xkik и r = akik – радиус-векторы точки среды 
в НДК и ЕК соответственно, vi = 1 +δi, vi и δi – глав-
ные относительные удлинения волокон, G  – мера 
деформации Коши – Грина, δij – символ Кронекера. 
Использована модель изотропного упругого мате-
риала с упругим потенциалом (функция удельной 
потенциальной энергии) в виде [1–5; 27–29]: 

    

здесь Ik = I1(S
k) = tr(Sk) – алгебраические инвариан-

ты тензора деформации, λ, μ; vk; γm – упругие моду-
ли II; III; IV порядков соответственно.

В рамках принятых предположений, в лагран-
жевой системе координат, линеаризованные урав-
нения движения преднапряженного первоначально 
изотропного тела могут быть представлены в виде 
[1–4; 20]: 

,                 (3)

ρ0 – плотность материала в отсчетной конфигура-
ции, u = {u1, u2, u3} – вектор перемещений,       – 
принимают участие в записи компонент линеаризо-
ванного тензора напряжений Пиола (дифференци-
рование по координатам отмечено индексами после 
запятой) [2–4; 20]:

,                       (4)

С учетом (1), (2) 

использованы обозначения:

                                                                     ,

Участвующие в представлениях (5) компоненты 
линеаризованного тензора Кирхгофа имеют вид:

 

(7)

Представления (5)–(7) показывают влияние 
начальных деформаций на исходные свойства 
изотропного материала, то есть      определяет 
свойства предварительно напряженного материала. 
Следует отметить, что в отсутствии начальных на-
пряжений (полагая в (1) δk = 0, vk = 1), с учетом (6), 
(7) получаем:

При решении краевых задач для полуограничен-
ных сред в зависимости от типа среды линеаризо-
ванные уравнения движения (3) дополняются гра-
ничными условиями:

на поверхности (o = o1 + o2):

(8)

на границе раздела n-го и n  +  1-го  элементов 
структуры с плоскопараллельными границами (при 
полном сцеплении):

(9)

для слоя |x1|, |x2| ≤ ∞, x0 ≤ x3 ≤ x30, нижняя грань 
которого жестко защемлена: 

x3 = x0 : u = 0                         (10)
для полупространства |x1|, |x2| ≤ ∞, x3 ≤ 0 услови-

ями на бесконечности:
x3 → −∞ : u → 0.                     (11)
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Рис. 2. Влияние учета модулей высших порядков исходного материала на        при двухосном начальном воздействии 2x1
Fig. 2. Effect of accounting for the higher-order modules of the original material on the coefficients        in the case of biaxial initial 

loading 2x1

УЧЕТ ВЛИЯНИЯ УПРУГИХ МОДУЛЕЙ 
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ НА СВОЙСТВА 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННЫХ 

ПЕРВОНАЧАЛЬНО ИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ
 

Роль тензора напряжений в предварительно на-
пряженном упругом теле выполняет тензор Θ (4) – 
линеаризованный тензор Пиола, участвующий в 
уравнениях движения  (3) с граничными услови-
ями  (8)–(11) в зависимости от задачи и типа сре-

ды. Влияние начальных деформаций на свойства 
первоначально изотропного материала определено 
в         (5)–(7). Запишем         в виде [4; 20]:

.                   (12)
Участвующие в (12) коэффициенты           зависят 

от свойств материала и характера начальных воз-
действий, компоненты тензора Кирхгофа Pi в усло-
виях (1) определены формулами (7). Учитывая (5), 
(6) и группируя слагаемые по степеням тензора де-

СВОЙСТВА ПРЕДНАПРЯЖЕННЫХ ИЗОТРОПНЫХ МАТЕРИАЛОВ...                          7
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формации S,         могут быть представлены в виде:

 

где a1 = ν1 / 2 + ν2, a2 = ν2 + 2ν3, b1 =  1  /  2γ1  +  γ2, 
b2 = γ2 + 2γ4, b3 = γ2 + 2γ3, b4 = γ2 + γ4 + 4γ3.

Линейное по деформациям приближение. 
В случае малых начальных деформаций использу-
ется линейное приближение для инвариантов меры 
деформации:

vk = 1 + δk, vk
2 = 1 + 2δk, vkvi = 1 + δk + δi, 

k = 1, 2, 3, i ≠ k,
Sk = δk, I1 = θ = δ1 + δ2 + δ3.

Коэффициенты ψk и ψkm (6) в линейном прибли-
жении принимают более простой вид:

ψ0 = λθ, ψ1 = μ + ν2 θ, ψ2 = 4(ν3 + γ3θ) / 3,
ψ01 = λ + ν1θ, ψ02 = v2 + γ2θ, ψ03 = 4γ3 /3, ψ11 = ν2 + γ2θ, 

ψ12 = γ4, ψ21 = 4γ3 / 3.
Компоненты тензора Кирхгофа (7) в линейном 

приближении выражаются формулой:
Pk = λθ + 2μδk.

Коэффициенты       (5) в данном случае могут 
быть записаны в виде:

(14)

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ

Численные расчеты проводились для изотроп-
ного материала Pd40Cu30Ni10P20  – металлическое 
стекло с параметрами [29]: 

ρ = 9300 кг/м3, 
λ = 1,453 ∙ 1011 н/м2, 
μ = 0,358 ∙ 1011 н/м2, 
ν1 = −2,27 ∙ 1011 н/м2, 

ν2 = −2,34 ∙ 1011 н/м2, 
ν3 = −0,818 ∙ 1011 н/м2, 
γ1 = −105,828 ∙ 1012 н/м2, 
γ2 = 15,556 ∙ 1011 н/м2, 
γ3 = 1,81 ∙ 1011 н/м2, 
γ4 = −2,98 ∙ 1011 н/м2, 
VP = 4829 м/с, 
VS = 1962 м/с. 
Результаты приведены в безразмерных параме-

трах: плотность и упругие модули материала отне-
сены к плотности и модулю сдвига изотропного ма-
териала в естественном состоянии (далее штрихи 
опущены)

Исследовано влияние (k, j, i = 1,2,3)
одноосных      1xi ⇒ Pi = P,     Pj ≠ i = Pk ≠ j ≠ i = 0,         
двухосных       2xi ⇒ Pi = 0,      Pj ≠ i = Pk ≠ j ≠ i = P, 
трехосных       3xi ⇒ Pi = P,      Pj ≠ i = Pk ≠ j ≠ i = G, 
и гидростатического 3x ⇒ P1 = P2 = P3 = P на-

чальных воздействий.
На рисунках  1–4 представлено влияние де-

формации на четыре типа упругих модулей 
(12), (13) в предварительно напряженном теле:
     ,       ,        и        при одноосном (1x1, рис. 1а–е), 
двухосном (2x1, рис. 2а–е), трехосном (3x1, G = −0,1, 
рис.  3а–е) и гидростатическом (3x, рис.  4а–г) на-
чальных воздействиях. Цифрами 1, 2, 3 на рисун-
ках отмечены приближения           с учетом упругих 
модулей II, II и III, а также II, III и IV порядков со-
ответственно пунктирными (кривые 1), штриховы-
ми (кривые 2) и сплошными (кривые 3) линиями. 
Штрихпунктирные линии с цифрой 0 отвечают ли-
нейным по деформации приближениям коэффици-
ентов (14).

Из рисунков следует, что чувствительность 
коэффициентов       к нелинейности деформации 
значительно различается, поведение приближе-
ний, учитывающих модули III и IV порядков (кри-
вые 2 и 3) при одноосных воздействиях качественно 
отличается от приближения, учитывающего только 
модули II  порядка (кривые  1). Следует отметить, 
что для большинства коэффициентов существует 
область малых деформаций, в которой линейные по 
деформации приближения (кривые  0) и нелиней-
ные приближения, учитывающие модули высших 
порядков (кривые 2 и 3), малоразличимы. 

В отличие от одноосных, при наведении в мате-
риале двухосных начально-деформированных со-
стояний область линейности, то есть область малых 

(13)
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Рис. 3. Влияние учета модулей высших порядков исходного материала на        при трехосном начальном воздействии 3x1, 
G = −0,1

Fig. 3. Effect of accounting for the higher-order modules of the original material on the coefficients       in the case of triaxial initial 
loading 3x1, G = −0,1

деформаций, в которой влияние действия нелиней-
ности деформаций на свойства исходного материа-
ла незначительно, становится меньше.

В случае более сложных трехосных воздействий 
области линейности практически не существует, 
более того, возрастают различия в поведении нели-
нейных приближений (кривые 2, 3, рис. 3б–г) даже 
при малых деформациях. 

Из рисунков видно, что при гидростатическом 
воздействии наблюдается существенное расхожде-
ние в поведении нелинейных приближений (кри-

вые 2,  3, рис.  4а, б) коэффициентов        и       , 
для нелинейных приближений коэффициен-
тов           и         существует незначительная область 
малых деформаций, в которой различия незначи-
тельны (рис. 4в, г). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе в рамках линеаризованной теории на-
ложения малых деформаций на конечную в систе-
ме координат Лагранжа исследовано влияние учета 
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Рис. 4. Влияние учета модулей высших порядков исходного материала на        при гидростатическом начальном воздействии 3x
Fig. 4. Effect of accounting for the higher-order modules of the original material on the coefficients         in the case of hydrostatic 

initial loading 3x

упругих модулей II, III и IV  порядка изотропного 
материала на изменение свойств в зависимости от 
характера наведенного начально-деформирован-
ного состояния. В  качестве упругого потенциала 
первоначально изотропного тела использовано его 
представление через алгебраические инварианты 
тензора деформации Коши – Грина с учетом моду-
лей III и IV порядков. Линеаризованные уравнения 
движения и соотношения, определяющие состоя-
ние предварительно напряженного первоначально 
изотропного материала, представлены в удобной 
форме, позволяющей в рамках линеаризованной те-
ории исследовать нелинейные эффекты «второго» 
и «третьего» порядка влияния начальной деформа-
ции на физические и динамические свойства мате-
риалов.

Наглядно показано значительное расхождение в 
поведении модулей упругости        для двух, пяти 
и девяти константных моделей предварительно 
напряженных первоначально изотропных матери-
алов как для простых одноосных, так и для более 
сложных двух- и трехосных начальных воздей-
ствий (кривые 1, 2, 3 на рис. 1, 2, 3). При одноос-
ных воздействиях для большинства коэффициентов 

существует область малых деформаций, в которой 
линейные по деформации приближения (кривые 0) 
и нелинейные приближения, учитывающие модули 
высших порядков (кривые 2 и 3), малоразличимы 
(рис.  1б–е); при двухосных 2xi-воздействиях эта 
область становится меньше (рис. 2б–г), при слож-
ных трехосных воздействиях такой области нет 
(рис. 3, 4). 

Следует отметить, что целесообразность уче-
та нелинейности в представлении коэффициен-
тов          (5), (6) зависит не только от характера на-
пряженного состояния, величины начальных напря-
жений и используемого материала, но в значитель-
ной степени определяется поставленной задачей и 
исследуемыми характеристиками. Кроме того, при 
исследовании физических свойств предварительно 
напряженных материалов и особенно его динами-
ческих характеристик принципиально важную роль 
играет изучение вопросов устойчивости материала 
и определения диапазона допустимых деформаций.

Работа выполнена в рамках реализации Госу-
дарственного задания, проект №  0256-2014-0003, 
№ госрегистрации 01201354542.
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