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Проблема устойчивости равновесия деформируемых тел представляет значительный интерес как 
с теоретической, так и с практической точки зрения. В связи с развитием современных технологий 
большую актуальность приобретает вопрос анализа устойчивости при учете различных поверхностных 
явлений. Настоящая работа посвящена изучению бифуркации равновесия нелинейно упругих плит с 
поверхностными напряжениями. В рамках модели Гертина – Мердока при двухосном растяжении-сжа-
тии исследовано выпучивание толстой прямоугольной плиты, на лицевых поверхностях которой дей-
ствуют поверхностные напряжения. При этом предполагалось, что упругие свойства плиты в объеме 
постоянны или изменяются по толщине. Модель Гертина – Мердока с механической точки зрения эк-
вивалентна деформируемому телу, на поверхности которого приклеена упругая мембрана. Тензор по-
верхностных напряжений при этом может рассматриваться как тензор усилий, действующий в данной 
мембране. Для произвольного изотропного сжимаемого материала получены точные уравнения ней-
трального равновесия и сформулированы линеаризованные краевые задачи, путем решения которых 
исследуется устойчивость однородных и неоднородных по толщине упругих прямоугольных плит с по-
верхностными напряжениями. Показано, что если упругие свойства плиты симметричны относительно 
серединной поверхности, то для анализа устойчивости достаточно решить две упрощенные краевые 
задачи для половины плиты.

Ключевые слова: нелинейная упругость, устойчивость деформируемых тел, поверхностные 
напряжения, модель Гертина – Мердока, прямоугольная плита. 

EQUILIBRIUM BIFURCATION OF NONLINEARLY 
ELASTIC RECTANGULAR PLATES WITH SURFACE STRESSES

D.N. Sheydakov1, I.B. Mikhailova1

The problem of equilibrium stability for deformable bodies is of major importance both from theoretical 
and practical points of view. Due to the development of modern technologies, the problem of stability analysis 
while taking into account the various surface phenomena becomes relevant. The present research is dedicated to 
the buckling analysis of nonlinearly elastic plates with surface stresses. In the framework of Gurtin – Murdoch 
model, we have studied the stability of a thick rectangular plate under biaxial tension-compression. It was 
assumed that the surface stresses are acting on the plate faces, and the bulk elastic properties of the plate are 
either constant or vary through the thickness. From the mechanical point of view, the Gurtin – Murdoch model 
is equivalent to a deformable body with glued elastic membrane. In this case, the stress resultant tensor acting 
in the membrane can be interpreted as surface stresses. For an arbitrary isotropic compressible material the 
exact neutral equilibrium equations are derived and the linearized boundary value problems are formulated by 
solving which the stability of homogeneous and heterogeneous through the thickness elastic rectangular plates 
with surface stresses is analyzed. It is indicated that if the elastic properties of the plate are symmetric with 
respect to the middle surface then it is sufficient to solve two simplified boundary value problems for the half 
plate to analyze the stability.

Keywords: nonlinear elasticity, stability of deformable bodies, surface stresses, Gurtin – Murdoch model, 
rectangular plate.
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ВВЕДЕНИЕ

В связи с развитием современных технологий и 
появлением новых материалов большую актуаль-
ность приобретает вопрос анализа устойчивости 
равновесия деформируемых тел с учетом различ-
ных поверхностных явлений [1]. Например, харак-
тер деформирования тел микро- и наноразмеров 
часто существенно отличается от поведения тел 
макроразмеров, что может быть объяснено поверх-
ностными эффектами [2]. Кроме того, эти эффекты 
могут играть значительную роль в механике тел, на 
поверхности которых нанесено покрытие, напри-
мер нанопленка, или произведена некоторая обра-
ботка поверхности, изменяющая ее свойства. 

В последнее время для моделирования поверх-
ностных явлений, особенно в наномеханике [3; 4], 
получила развитие теория упругости с поверхност-
ными напряжениями. В рамках этой теории помимо 
обычных напряжений, распределенных в объеме, 
учитываются еще и независимые поверхностные 
напряжения на границе тела или ее части, которые 
обобщают известное в гидромеханике скалярное 
поверхностное натяжение на случай твердых тел. 
Введение поверхностных напряжений в частности 
позволяет описать характерный для наноматериа-
лов размерный эффект [5–7]. 

Целью настоящего исследования является изу-
чение бифуркации равновесия нелинейно упругих 
прямоугольных плит с поверхностными напряже-
ниями. Для учета влияния последних используется 
модель Гертина – Мердока [8], которая с механиче-
ской точки зрения эквивалентна деформируемому 
телу, на поверхности которого приклеена упругая 
мембрана. Тензор поверхностных напряжений при 
этом может рассматриваться как тензор усилий, 
действующий в мембране. 

РАВНОВЕСИЕ ПЛИТы С ПОВЕРХНОСТНыМИ 
НАПРяЖЕНИяМИ

В рамках модели Гертина – Мердока система 
уравнений статики нелинейно упругого тела с 
поверхностными напряжениями при отсутствии 
массовых сил состоит из уравнений равновесия
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Здесь D и P – тензоры напряжений Пиолы и 
Кирхгофа соответственно, 
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∇  – поверхностный набла-оператор, Ds и Ps – 
тензоры поверхностных напряжений типа Пиолы и 
типа Кирхгофа, n – единичный вектор нормали к 
поверхности недеформированного тела, t – вектор 
поверхностной нагрузки, W и Ws – плотности 
объемной и поверхностной потенциальной 
энергии деформации соответственно, G и Gs – 
меры деформации Коши – Грина в объеме и на 
поверхности, C и Cs – градиенты деформации, R – 
радиус-вектор, определяющий положение частиц 
тела в деформированном состоянии. 

С учетом (3) в случае изотропного тела для 
тензора напряжений Кирхгофа P справедливы 
следующие соотношения [9]: 
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где Gk,dk(k = 1,2,3) – собственные значения и 
собственные векторы меры деформации Коши – 
Грина G. В то же время выражение тензора 
поверхностных напряжений типа Кирхгофа Ps 
имеет вид [10] 

(6)

Здесь j1, j2 – инварианты меры поверхностной 
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nnEE ⊗−=s  – трехмерный и поверхностный 
единичные тензоры соответственно.

Рассмотрим прямоугольную плиту толщины 
2h со сторонами b1 и b2. Будем полагать, что на ее 

s

ss
ssss

W

W

G
GPCPD

G
GPCPD

∂
∂

⋅

∂
∂

⋅

)(2=,=

,)(2=,=

.=,=

=,=

T

T

s

sssss
Ω

∇⋅

∇⋅

RCCCG

RCCCG




,=

,),,(2=,=

3

1=

321
3

1=

kkk
k

k
kkkk

k

G

G
GGGW

ddG

ddP

⊗

∂
∂

⊗

∑

∑ χχ

.t=,t=,1,2=

,),(2=,2=

2
21

21
21

ss

s
sss

rjrj
j

jjW

GG

GEP

α

κκκ
α

α ∂
∂

+



НАУКА ЮГА РОССИИ (ВЕСТНИК ЮЖНОГО НАУЧНОГО ЦЕНТРА)     2016     Том 12     № 4

верх ней                    и нижней                     лице-
вых поверхностях действуют поверхностные 
напряжения, т.е. −+ Ω∪ΩΩ =s . В случае двух-
осного растяжения-сжатия плиты радиус-вектор R 
определяется следующими соотношениями [9]: 

,            (7)

hxbx ≤=α≤≤ αα 3;2,1,0 ,

где x1, x2, x3 – декартовы координаты в отсчетной 
конфигурации (лагранжевы координаты), 
{e1, e2, e3} – ортонормированный векторный базис 
декартовых координат, λ1 и λ2 – коэффициен-
ты растяжения-сжатия вдоль осей x1 и x2 
соответственно, f(x3) – неизвестная функция, 
характеризующая толщинную деформацию плиты.

Согласно выражениям (4), (7), градиенты 
деформации в объеме и на поверхности равны: 

(8)

Здесь и  далее  штрих  обозначает  производную  
по x3, индексами «+» и  «–»  отмечены  поверх-
ностные величины, относящиеся к верхней и 
нижней лицевым поверхностям прямоугольной 
плиты соответственно.

Из соотношений (4), (8) получим выражения для 
соответствующих мер деформации Коши – Грина: 
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Очевидно, что в случае рассмотренной началь-
ной деформации собственные векторы dk (k = 1,2,3) 
меры деформации Коши – Грина совпадают с 
векторным базисом декартовых координат, т.е. 
dk = ek, а собственные значения Gk = λ2

k. Тогда, с 
учетом (5), (6), для тензоров напряжений Кирхгофа 
справедливы следующие соотношения: 
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Пиолы D+ и D– в случае деформации двухосного 
растяжения-сжатия прямоугольной плиты: 
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Будем полагать, что упругие свойства плиты в 
объеме постоянны или изменяются по толщине. 
Тогда уравнения равновесия (1) с учетом (11) 
примут вид 
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Согласно (2), (11) условия равновесия на 
лицевых поверхностях 

+Ω  и 
−Ω  при отсутствии 

поверхностных нагрузок запишутся следующим 
образом:

.                        (13)

Таким образом, при заданной плотности 
потенциальной энергии деформации W неизвест-
ная функция f(x3) находится путем решения крае-
вой задачи (12), (13) с дополнительным условием 
f(0) = 0, выражающим отсутствие вертикальных 
смещений на серединной поверхности плиты. 
Следует отметить, что в случае однородной упру-
гой  плиты  функция f  будет  линейна:  f(x3)  = λ3x3, 
λ3 ≡ const.

ВОЗМУщЕННОЕ СОСТОяНИЕ

Предположим, что помимо описанного выше 
состояния равновесия плиты с поверхностными 
напряжениями при тех же внешних нагрузках 
существует бесконечно близкое равновесное 
со cтояние, определяемое радиус-вектором 

vRR η+=~
. Здесь η  – малый параметр, v  – 

вектор добавочных перемещений.
Возмущенное состояние равновесия нелинейно 

упругого тела описывается уравнениями [9]: 
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Здесь •D  и •P  – линеаризованные тензоры 
напряжений Пиолы и Кирхгофа соответственно. 
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Чтобы найти выражение последнего, проведем ли-
неаризацию определяющих соотноше ний (5) [11]:

.(16)

Учитывая, что векторы kd  и 1,2,3)=(kk
•d  

взаимно ортогональны, т.е. 0=•⋅ kk dd , из (16) 
получим )1,2,3;=( mkm ≠ : 
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где соотношения для •χk  имеют вид

(18)

Формулы (17), (18) дают представление всех 
компонент линеаризованного тензора напряже-
ний Кирхгофа •P  в базисе { }321 ,, ddd  через 
компоненты линеаризованной меры деформации 
Коши – Грина •G , а сам тензор •G  равен 
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Согласно (2), линеаризованные условия равно-
весия на лицевых поверхностях плиты +Ω  и −Ω , 
где действуют поверхностные напряжения, имеют 
вид [1; 10] 
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поверхностных напряжений типа Пиолы, для ко-
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Здесь  и  – линеаризованные тензоры по-
верхностных напряжений типа Кирхгофа, •

+G  
и •

−G  – линеаризованные меры поверхностной 
деформации типа Коши – Грина, а v+ и v– – векто-
ры добавочных перемещений верхней и нижней 
лицевых поверхностей.

Будем полагать, что на краях плиты (x1 = 0,b1; 
x2 = 0,b2) выполняются условия «скользящей 
заделки», т.е. задано постоянное нормальное 
перемещение и отсутствуют силы трения. Это 
приводит к следующим линеаризованным 
граничным условиям [11]: 

(23)

Запишем представление вектора добавочных 
перемещений v  в базисе декартовых координат: 

.                   (24)

С учетом соотношений (8), (19), (22), (24) 
выражения линеаризованной меры деформации 
Коши – Грина •G  и линеаризованных мер 
поверхностной деформации типа Коши – Грина 
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Аналогично, согласно соотношениям (8)–(10), 
(21), (22), (24), (26), компоненты линеаризованных 
тензоров поверхностных напряжений типа Пиолы 

•
+D  и •

−D  записываются следующим образом 
( )β≠αβα ;1,2=, :

.     (28)
Выражения (14), описывающие возмущенное 

состояние равновесия прямоугольной плиты, 
представляют собой систему трех уравнений 
в частных производных относительно трех 
неизвестных функций v1, v2, v3 . Подстановка [11]

(29)

приводит к отделению переменных x1, x2 в 
этих уравнениях и позволяет удовлетворить 
линеаризован ным краевым условиям (23). 

Учитывая соотношения (27), (29), выпишем 
уравнения нейтрального равновесия (14) в случае 
плиты, упругие свойства которой изменяются по 
толщине:
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Аналогичные уравнения для однородной 
упругой плиты имеют более простой вид:

Согласно выражениям (20), (27)–(29), лине-
аризованные условия равновесия на лицевых 
поверхностях плиты записываются следующим 
образом (x3 = ±h):

Таким образом, исследование устойчивости 
прямоугольной плиты с поверхностными напряже-
ниями сводится к решению линейной однородной 
краевой задачи для системы трех обыкновенных 
дифференциальных уравнений. В случае плиты с 
изменяющимися по толщине упругими свойства-
ми это задача (30), (32), а для однородной в объеме 
упругой плиты – задача (31), (32).

Легко показать, что если упругие свойства 
плиты симметричны относительно серединной 
поверхнос ти x3 = 0, т.е. χk(x3) = χk(–x3), χkn(x3) =  
= χkn(–x3), k, n = 1,2,3 и     = −

αβκ , α, β = 1,2, то 
сформули рованные выше краевые задачи имеют 
два независимых класса решений [11]. Первый 
класс образован решениями, для которых прогиб 
плиты является нечетной функцией координаты x3:

.)(=)(
)(=)(
)(=)(

3333

3232

3131

xVxV
xVxV
xVxV

−−
−
−
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Для решений второго класса, наоборот, 
прогиб – четная функциия x3:

Благодаря этому свойству линеаризованных 
краевых задач (30), (32) и (31), (32) при исследова-
нии устойчивости достаточно рассмотреть лишь 
половину плиты, например верхнюю (0 ≤ x3 ≤ h). Из 
четности и нечетности неизвестных функций V1, 
V2, V3 следуют граничные условия при x3 = 0:

a) для первого класса решений: 

;               (33)

б) для второго класса решений: 
.               (34)

Таким образом, в случае симметричной 
прямоугольной плиты с поверхностными на-
пряжениями исследование устойчивости сводится 
к решению двух линейных однородных краевых 
задач для половины плиты: (30), (32), (33) 
и (30), (32), (34) для неоднородной по толщине пли-
ты – или (31)–(33) и (31), (32), (34) для однородной 
упругой плиты.

.)(=)(
)(=)(
)(=)(

3333

3232

3131

xVxV
xVxV
xVxV

−
−−
−−

0=(0)=(0)=(0) 321 VVV ′′

0=(0)=(0)=(0) 321 VVV ′

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках бифуркационного подхода рассмо-
трена проблема устойчивости нелинейно упругой 
прямоугольной плиты с поверхностными напря-
жениями. Полагалось, что упругие свойства плиты 
в объеме постоянны или изменяются по толщине. 
Для произвольного изотропного материала полу-
чены системы линеаризованных уравнений рав-
новесия, описывающие поведение однородных и 
неоднородных по толщине плит в возмущенном 
состоянии. С использованием специальной подста-
новки исследование устойчивости в общем случае 
сведено к решению одной из двух линейных одно-
родных краевых задач для системы трех обыкно-
венных дифференциальных уравнений. При этом 
установлено, что если упругие свойства плиты сим-
метричны относительно серединной поверхности, 
то для анализа устойчивости достаточно решить 
две упрощенные краевые задачи для половины 
плиты.

Работа выполнена частично при финансовой 
поддержке РФФИ (грант 16-08-00802-а) и в рамках 
реализации Государственного задания на 2016 г. 
№ 007-01114-16 ПР, номер проекта 0256-2014-0003. 
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