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Одним из основных факторов, оказывающих су-
щественное воздействие на различные гидродина-
мические процессы и вертикальный обмен водных 
масс в северных районах Мирового океана, явля-
ются внутренние волны. Устойчивая стратифика-
ция, затрудняя турбулентный обмен, способству-
ет развитию интенсивных внутренних волн [1, 2]. 
Параметры волновых процессов, обусловленных 
внутренними волнами, в значительной степени 
определяются характеристиками полей темпера-
туры и солености, которые, в свою очередь, могут 
изменяться в весьма широких пределах [3, 4]. Ли-
нейные модели распространения внутренних волн 
хорошо изучены и широко применяются в настоя-
щее время. Современные исследования в этом 
направлении связаны, в частности, с описанием 
движения в окрестности топографических неод-
нородностей дна, описанием волновых движений 
в жидкости с микроструктурой или специфиче-
ской стратификацией плотности и температуры, с 
изучением влияния, в том числе внутренних волн, 
на процессы зарождения турбулентности и переме-
шивания. Рассматриваются усложненные модели, в 
том числе нелинейные. Так, в [5] проведен обзор 
методов экспериментального измерения и числен-
ных методов определения турбулентности и сме-
шивания в прибрежной зоне океана. В работе [6] 

рассматривается генерация внутренних волн и их 
структура в окрестности подводных гор, которые 
моделируются круговыми цилиндрами. Задача ре-
шается в линейной постановке в цилиндрической 
системе координат, строятся конические поверх-
ности, ограничивающие разнонаправленные пото-
ки, вычисляются энергетические характеристики 
волн, связанных с отдельными горами, грядой гор 
и континентальными склонами. Работа [7] посвя-
щена изучению потока энергии внутренних волн, 
образованных приливно-отливными течениями в 
окрестности топографических неоднородностей 
дна. В [8] на основе модели [9] исследуется измене-
ние спектра и географическое перераспределение 
внутренних волн на основе реальной геометриче-
ской модели мирового океана. В работе [10] в рам-
ках линейной модели рассматриваются внутренние 
волны в газонасыщенной жидкости; присутствие 
пузырьков и их непрерывное распределение при-
водит к изменению частоты плавучести, расчеты 
с такой эффективной частотой указывают на воз-
можное изменение свойств внутреннего волновода. 
В [11] анализируются результаты температурных 
наблюдений с высокой степенью разрешения в Се-
верном море, которые указывают на существование 
пикноклинов, приводящих к возникновению волн 
в достаточно узких каналах, нарушающих обычное 
перемешивание и турбулентный обмен питатель-
ными веществами поперек пикноклина. В работе 
[12] рассматриваются кинематические и энергети-
ческие характеристики внутренних волн при стра-
тификации с неоднородностью в центре глубины, 
которая связывается с экваториальным течением. 
Выделяются три класса неустойчивых нормальных 
мод, один из которых ранее не был описан. Резуль-
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таты вычислительных экспериментов сравнива-
ются с результатами измерений в экваториальной 
области. В работе [13] на основе линеаризованных 
уравнений изучаются конические пучки трехмер-
ных периодических внутренних волн и двух типов 
пограничных слоев, распространяющихся в экспо-
ненциально стратифицированной вязкой жидкости, 
при малой вязкости строятся асимптотические со-
отношения. В работе [14] в приближении Бусинес-
ка анализируется параметрическая неустойчивость 
внутренних волн, что приводит к ее турбулентно-
сти и смешиванию. В [15] на основе нелинейной 
модели (резонансная триадная модель) исследуют-
ся явления обмена энергии между разными мода-
ми внутренних волн и эволюция энергетического 
спектра большого числа волн. В работе [16] рас-
сматривается нелинейное взаимодействие внутрен-
них волн, которое влияет на изменение градиентов 
плотности по глубине океана. В [17] с помощью 
уравнений Навье–Стокса изучается стратифика-
ция плотности, возникающая при распространении 
волн большой амплитуды, для жидкости, начальная 
стратификация плотности которой имеет линейное 
распределение в верхнем мелком слое и постоянна 
для остального объема. При решении обратных за-
дач идентификации стратификации плотности или 
источников волн в качестве дополнительной инфор-
мации используются спутниковые или аэросним-
ки в различных диапазонах спектра. Так, в работе 
[18] описаны особенности аэроснимков внутрен-
них волн в инфракрасном диапазоне, отмечаются 
различия в температуре различных участков волн, 
в частности фронтов, отмечается возможность ис-
пользования этих снимков в задаче определения ха-
рактеристик внутренних волн. Акустические вол-
ны с учетом их отражения от поверхности и дна 
изучаются в [19].

В данной работе на основе климатического атла-
са Арктики [20] изучается влияние пространствен-
ных и сезонных изменений полей температуры и 
солёности на вертикальные профили плотности 
скорости звука, а также характеристики внутренних 
гравитационных и звуковых волн, распространяю-
щихся в акватории Северного моря, соответствую-
щей нулевому меридиану. Проводимое исследова-
ние состоит из трех основных этапов.

ДАННЫЕ

На первом этапе осуществляется осреднение ве-
личин температуры T и солёности S по одноградус-
ным квадратам, в форме которых организованы дан-
ные, содержащиеся в информационной базе [20].

На втором этапе с помощью стандартных эмпи-
рических формул, основанных на комбинациях 

величин T, S (рис. 1), P0 (гидростатическое давле-
ние), рассчитываются вертикальные (по глубине z) 
профили плотности [3] (vt = (t0(z) – 1) ⋅ 103 (рис. 1), 
t0(z) – плотность в г/см3). Представленные на ри-
сунке 1 распределения вычислены для квадрата 
65–66° с.ш. 0–01° в.д., данные относятся к июню 
2004 г. Такая методика позволяет с помощью дан-
ных атласа [20] для рассматриваемой акватории 
Северного моря проанализировать пространствен-
ные (рис. 2) и сезонные изменения пикноклина и 
подводного звукового канала (ПЗК). На рисунке 2 
представлены пространственные изменения верти-
кальных профилей плотности vt и скорости звука 
[1] с для трех квадратов.

Из рисунка 2а видно, что в июне при движении 
вдоль нулевого меридиана с севера на юг происхо-
дит подъём сезонного пикноклина (СП), уменьше-
ние его толщины и среднего градиента плотности 
(размывание пикноклина). В частности, на широ-
те 65–66° слой скачка плотности практически от-
сутствует. Обратная картина в это же время года 
(в июне) наблюдается для ПЗК (рис. 2б). При дви-
жении вдоль нулевого меридиана с севера на юг 
ось звукового канала опускается. В самом северном 
квадрате (80–81° с. ш., 0–01° в.д.), где ПЗК в отли-
чие от СП наиболее ярко выражен, она находится 
на глубине порядка 700 м.

Рассчитанные сезонные распределения плот-
ности (лето, осень, зима) в квадрате 65–66° с.ш., 
0–01° в.д. показывают, что в летний период сущест-

Рис. 1. Вертикальные распределения температуры T, солености 
S, плотности vt
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вует сезонный пикноклин, имеющий нижнюю гра-
ницу на глубине порядка 200 м. Толщина и пере-
пад плотности СП в данном районе уменьшаются в 
осенний период и практически исчезают в зимние 
месяцы.

Разработанная программа позволяет использо-
вать базу данных [20] для расчета гидрологических 
характеристик, необходимых при исследовании па-
раметров внутренних волн.

МОДЕЛЬ

На третьем этапе исследований изучаются харак-
теристики внутренних гравитационных и звуковых 
волн в непрерывно стратифицированном море. Ана-
лиз параметров волнового движения осуществляет-
ся с использованием рассчитанных ранее вертикаль-
ных профилей t0(z) и c(z) (рис. 1, 2). Исследования 
волновых процессов проводятся в рамках линейной 
теории гидродинамики идеальной жидкости.

Выберем начало прямоугольной системы коор-
динат Oxyz на невозмущенном уровне свободной 
морской поверхности, ось Oz направим вертикаль-
но вверх. Линеаризованные уравнения Эйлера и 
граничные условия, описывающие динамику сво-
бодных внутренних гравитационных волн, пред-
ставим в виде [21, 22]

 
∂
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p, t – волновые возмущения давления и плотности 
соответственно, g – ускорение свободного падения, 
f = 2Xsin { – параметр Кориолиса, { – широта, H – 
глубина моря.

Распространение звуковой волны в непрерывно 
стратифицированном море постоянной глубины H 
описывается волновым уравнением [1]

 –
( ) ∂

∂
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c z t
p1 01 2 2

2
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D =  (3)

с граничными условиями

 p1 = 0  при  z = 0,   
∂
∂

0
z
p1 =    при z = –H, (4)

p1 – звуковое давление, D – оператор Лапласа.
Исследуем гармонические внутренние гравита-

ционные и звуковые волны. Не нарушая общности 
рассуждений, будем считать, что ось Ox ориенти-
рована в направлении распространения волновых 
возмущений. Тогда решения краевых задач (1)–(4) 
можно представить в форме
 v v v[ , , , , ] [ ( ), ( ), ( ), ( ), ( )]p U z V z W z P z R zx y z #t =
 ( ( – )),exp i mx t# v  (5)
 ( ) ( ( – )),expp P z i kx t1 1 ~=  (6)
здесь m, k и v, ~ – соответственно волновые числа 
и частоты, характеризующие внутренние (m, v) и 
звуковые (k, ~) волны.

Подставляя выражения (5), (6) в уравнения и гра-
ничные условия (1)–(4), получаем после несложных 

Рис. 2. Пространственные распределения плотности vt и скорости звука c в июне
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преобразований для неизвестных функций W(z) и 
P1(z) две однородные краевые задачи вида
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В монографиях [1, 21, 22] содержится обзор ра-
бот, посвященных решению спектральных краевых 
задач (7)–(10) с подробным описанием схем ис-
пользуемых аналитико-численных методов.

В работе при численной реализации методов 
решения спектральных задач (7)–(8), (9)–(10) осу-
ществляется переход к безразмерным величинам: 

H
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МЕТОДЫ  И  ПРОГРАММЫ

Математическая модель задачи содержит данные 
о стратификации плотности по глубине и производ-
ную от этого распределения по пространственной 

координате. Как отмечалось выше, эти данные по-
лучены путем осреднения дискретных результатов 
измерений, т.е. представляют собой функциональ-
ную зависимость, заданную в конечном наборе то-
чек по глубине канала распространения волн. Как 
известно из [23], нахождение производной в этом 
случае является некорректной задачей, поэтому для 
решения практических задач первым шагом являет-
ся удачная аппроксимация функции стратификации 
плотности и ее производной. В работе использова-
лись сглаженные данные распределения плотности 
и скорости звука (рис. 1, 2), в программной реализа-
ции это соответствовало приближению кубически-
ми сплайнами. Разработанные программы позволя-
ют учитывать и тонкую структуру стратификации, 
используя при этом различные способы аппрокси-
мации плотности – линейные, квадратичные, куби-
ческие и др., некоторые результаты численных экс-
периментов для этих аппроксимаций представлены 
ниже.

Для решения спектральных задач (7)–(10) тради-
ционно [1, 21, 22] применяется метод сведения их к 
задачам Коши с последующим применением разно-
стных методов и метода пристрелки. В настоящей 
работе реализация такого подхода осуществлена в 
среде Maple. При этом в случае отсутствия дисси-
пации дисперсионные кривые строятся на основе 
метода пристрелки для действительных значений 
вертикальной компоненты скорости (на рис. 3 пе-
ресечение кривой с горизонтальной осью, слева – 
приближение твердой крышки, справа – линеаризо-
ванное условие свободной поверхности).

Основные численные расчеты в работе выпол-
нены с помощью решения однородных краевых за-
дач методом конечных элементов (МКЭ) как обоб-

Рис. 3. Нахождение корней дисперсионного уравнения (n = 1, s ∈ (0, 1))
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щенных задач на собственные значения (параметр 
v задавался, а параметр m2 находился из решения 
задачи модального анализа). При этом в случае 
граничного условия свободной поверхности спек-
тральный параметр входит не только в уравнение, 
но и в граничное условие. Реализованная програм-
ма допускает как аналитическое задание плотно-
сти, так и использование сплайнов при ее задании 
в наборе точек по глубине. Проведенные тестовые 
расчеты показали хорошее совпадение характери-
стик внутренних волн, найденных как первым, так 
и вторым способом. 

Тестовые численные расчеты показали, что если 
в случае постоянной частоты плавучести сущест-
вует частотный интервал, в котором присутству-
ют только действительные корни дисперсионного 
уравнения [22], то при неустойчивой стратифика-
ции действительные и мнимые корни существуют 
одновременно. Этот факт иллюстрируется рисун-
ком 4, на котором для указанной стратификации 
плотности (слева) и частоты плавучести (справа) 
при s = 1,1 первый действительный корень являет-
ся третьим по абсолютной величине, тогда как пер-
вые два чисто мнимые. На рисунке 5 представлены 
найденные формы профилей вертикальной (слева) 
и горизонтальной (справа) компонент вектора ско-
рости для первой действительной моды.

ЧИСЛЕННЫЕ  РЕЗУЛЬТАТЫ

По расчетам, проведенным на основе реализо-
ванных программ, построены дисперсионные кри-
вые внутренних волн. Так, на рисунке 6 эти кривые 
соответствуют стратификации плотности, пред-
ставленной на рисунке 1, для которой проведена 
аппроксимация кубическими сплайнами (цифры на 
рис. 6 соответствуют номеру моды n). В таблице 1 
приведены характеристики волн для значений, от-
меченных на рисунке 6 темными кружками. 

На рисунках 7, 8 для отмеченной частоты пред-
ставлены моды вертикальной и горизонтальной со-
ставляющей скорости для приближения твердой 
крышки (рис. 7) и свободной поверхности (рис. 8). 
Для этой же безразмерной частоты проведены 
расчеты для приближения плотности линейными 
сплайнами при устойчивой стратификации (не-
убывающая), волновые числа для пяти первых мод 
представлены в таблице 2. Наиболее существенное 
различие в четвертой моде.

На рисунке 9 представлена эволюция первой моды 
при движении по дисперсионной кривой. С ростом 
частоты вертикальные и горизонтальные движения 
локализуются в канале, высота которого составля-
ет приблизительно пятую часть общей глубины, и 
максимум амплитуд вертикальной составляющей 
скорости находится приблизительно на глубине, со-
ставляющей 0,3 от общей глубины. Такая трансфор-

Рис. 4. Корни дисперсионного уравнения при неустойчивой 
стратификации

Рис. 6. Дисперсионные кривые внутренних волн

Рис. 5. Первая мода

Таблица 1. Характеристики внутренних волн

Мода Период (ч) Фазовая скорость, м/с Длина волны, 
км

1

4,6426

0,1714 28,6468
2 0,0770 12,8749
3 0,0371 6,1957
4 0,0337 5,6396
5 0,0196 3,2786
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мация форм связана со стратификацией плотности, 
у которой в указанном районе градиент наибольший 
по сравнению с остальными участками.

Отмеченные на рисунке 9 темные точки, для ко-
торых изображены формы движений, соответству-
ют данным, представленным в таблице 3.

Применение разработанной конечноэлементной 
программной реализации позволяет определять ха-
рактеристики и формы мод звуковых волн в океане. 
Так, на рисунке 10 представлены профиль скорости 

звука (слева), частоты и формы звукового давления 
для первых трех мод.

На рисунке 11 для этого же распределения скоро-
сти звука представлена эволюция формы давления 
p1(z) первой звуковой моды с увеличением безраз-
мерных волнового числа L и частоты ~1.

Рис. 7. Моды внутренних волн (твердая крышка), s = 2,08 ⋅ 10–3

Рис. 8. Моды внутренних волн (свободная поверхность), s = 2,08 ⋅ 10–3

Таблица 2. Кубические и линейные сплайны (s = 2,08 . 10–3)

Сплайны 1 2 3 4 5

Кубический 0,657999 1,464052 3,042346 3,342385 5,749296
Линейный 0,626325 1,407670 2,859791 4,044695 5,529744

Таблица 3. Точки на первой дисперсионной кривой

s 0,20 ⋅ 10–2 1,20 ⋅ 10–2 1,55 ⋅ 10–2

n 0,627516 8,780083 18,83626
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Рис. 9. Эволюция форм движения на примере первой моды (твердая крышка)

Рис. 10. Распределение скорости звука c(g) и звуковые моды давления p(g)

Рис. 11. Эволюция первой звуковой моды
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработана методика, позволяющая на основе 
базы данных климатического атласа морей Аркти-
ки 2004 [20] рассчитывать характеристики волно-
вых процессов в акватории северной части Миро-
вого океана. На примере Северного моря показано 
существенное влияние сезонных изменений полей 
температуры и солености на параметры внутренних 
гравитационных и звуковых волн. Использование 
данной методики совместно с базой данных делает 
возможным создание атласа основных характери-
стик внутренних гравитационных и звуковых волн 
для различных районов северной части Мирового 
океана (т.е. по аналогии с [20] осуществить райо-
нирование основных параметров волнового дви-
жения, связанного с акустическими и внутренними 
волнами). Разработаны алгоритмы и программы 
расчёта характеристик внутренних волн, позво-
ляющие в режиме on-line для любого выбранного 
района океана по данным стандартной гидроло-
гии рассчитать периоды и длины гравитационных 
и акустических волн и определить распределение 
по глубине амплитуд скоростей волновых течений. 
Набор собственных мод даёт возможность описать 
гидродинамику свободных и вынужденных внут-
ренних волн, генерируемых любыми факторами. 
Разработанные методы могут быть использованы 
при решении обратных задач идентификации ис-
точников колебаний и реконструкции стратифика-
ции плотности в океане.
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INTERNAL GRAVITY AND ACOUSTICAL WAVES PARAMETERS 
ANALYSIS BASED ON “THE CLIMATIC ATLAS OF THE ARCTIC 

REGIONS SEAS 2004”

A.N. Soloviev, S.M. Khartiev, A.A. Solovieva, K.S. Grigorenko, 
Corresponding Member RAS D.G. Matishov, 

Based on NOAA Atlas NESDIS 58 data, the time-space modifi cation of stratifi cation of density and 
velocity of the sound in the Northern Sea is analyzed. FEM models of distribution of internal and acoustical 
waves at the ocean with the arbitrary stratifi cation are designed. Calculations of performances of waves 
motion in the water area of the Northern Sea corresponding to zero meridian are carried out with the help of 
the above-named models.

Key words: Climatic Atlas; density stratifi cation; internal waves; sound waves.
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