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Аннотация. Исследована краевая задача о гармонических колебаниях термоупругого слоя. Пред-
полагается, что колебания в слое инициированы тепловой нагрузкой. Поверхность слоя свободна от 
механических напряжений, в тепловом отношении вне области воздействия изолирована. С помощью 
интегрального преобразования Фурье задача в частных производных сведена к системе обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, на основе решения которой построено решение исходной задачи. 
Анализ дисперсионных свойств интегрального оператора позволил установить наличие двух полярных 
семейств. Основным является семейство полюсов с малой мнимой частью, которое играет основную 
роль в формировании волнового поля на поверхности слоя в силу слабого затухания соответствующих 
волн. Второе полярное семейство представляет собой комплексные полюсы со значительной мнимой 
составляющей. Эти полюсы в формировании поверхностного волнового поля играют незначительную 
роль, поскольку соответствующие им волны сильно затухают. На примере слоя из селенида кадмия 
проведено исследование влияния термоупругих коэффициентов на спектральные свойства термоупру-
гой среды. Анализ показал, что роль коэффициента термоупругости незначительна для распределе-
ния полюсов в первом семействе, его влияние на второе семейство полюсов является существенным. 
В частности, от значения коэффициента зависит не только величина комплексных полюсов, но и их ко-
личество. Уменьшение коэффициента связности приводит к уменьшению количества полюсов во вто-
ром семействе, увеличение коэффициента связности – к увеличению количества полюсов. Тем самым 
изменение коэффициента термоупругости оказывает влияние на структуру поверхностного волнового 
поля лишь в окрестности границы области приложения нагрузки. 

Ключевые слова: спектральные свойства, полярное семейство, термоупругие волны, термоупругий 
слой, функция Грина.

SOME SPECTRAL PROPERTIES OF THE BOUNDARY VALUE PROBLEM 
FOR A THERMOELASTIC LAYER

G.Yu. Levi1, 2, V.V. Kalinchuk1, 2, E.I. Vorovich3

Abstract. The boundary problem of harmonic oscillations of a thermoelastic layer is investigated. It is 
assumed that fluctuations in the layer are initiated by thermal load. The surface of the layer is free from 
mechanical stresses; it is thermally insulated outside the area of load influence. Using the integral Fourier 
transform, the partial differential problem is reduced to a system of ordinary differential equations, on the 
basis of the solution of which the solution of the original problem is constructed. An analysis of the dispersion 
properties of the integral operator made it possible to establish the presence of two polar families. The main 
one is the family of poles with a small imaginary part, which plays the main role in the formation of a wave 
field on the surface of the layer due to the weak attenuation of the corresponding waves. The second polar 
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family represents complex poles with a significant imaginary component. These poles play an insignificant role 
in the formation of the surface wave field, since the waves corresponding to them strongly attenuate. Using 
an example of a layer of cadmium selenide, the effect of thermoelastic coefficients on the spectral properties 
of a thermoelastic medium was studied. The analysis showed that the role of the thermoelasticity coefficient 
is insignificant for the distribution of the poles in the first family, its effect on the second family of poles is 
significant. In particular, not only the magnitude of the complex pole, but also their number depends on the 
value of the coefficient. A decrease in the coupling coefficient leads to a decrease in the number of poles in the 
second family, while an increase in the coupling coefficient leads to an increase in the number of poles. Thus, 
a change in the thermoelasticity coefficient affects the structure of the surface wave field only in the vicinity of 
the boundary of the load application region.

Keywords: spectral properties, polar family, thermoelastic waves, thermoelastic layer, Green’s function.

ВВЕДЕНИЕ

Проблема динамики термоупругой среды мно-
гократно исследовалась в силу значительного инте-
реса к тепловым процессам, сопровождающим ра-
боту машин и механизмов, электронных приборов 
и устройств в режиме интенсивной эксплуатации. 
Значительное внимание авторов многочисленных 
публикаций уделено процессам возбуждения меха-
нических колебаний за счет воздействия лазерно-
го излучения [1–3]. В подавляющем большинстве 
работ используются разные подходы для исследо-
вания различных сторон динамических процессов 
в термоупругих средах [1–32]. Это прежде всего 
особенности распространения волн Лэмба в пла-
стинах [3–6], цилиндрических волн в цилиндри-
ческих панелях [7], акустических объемных [8–11] 
и интерфейсных [12] волн, волн Рэлея [13–20]. 
Особое место в проблеме распространения термо-
упругих волн в полуограниченных телах занимают 
вопросы наличия начальных напряжений [16–21]. 
В статье [21] авторы, следуя подходу, изложенному 
в монографии [33], провели последовательную ли-
неаризацию нелинейных уравнений термоупругой 
среды и построили уравнения движения и опреде-
ляющие соотношения динамики преднапряженной 
термоупругой среды. Уравнения приведены в тен-
зорной форме, допускающей обобщение на криво-
линейные координаты. Выведенные соотношения 
использованы в работах [27; 28] при построении 
функции Грина термоупругого преднапряженно-
го слоя и исследовании температурных эффектов, 
сопровождающих процесс распространения термо-
упругих волн. Значительный интерес представляют 
вопросы контактного взаимодействия термоупру-
гих тел [22–26]. Возможно, в работе [26] впервые 
дана постановка динамической контактной задачи 
для термоупругой среды. В статьях [27; 28] иссле-

дованы вопросы контактного взаимодействия тер-
моупругого слоя и полупространства. Построенные 
в работе [21] уравнения движения и определяющие 
соотношения преднапряженной термоупругой сре-
ды в статье [31] использованы для исследования 
предварительно напряженной термоупругой среды 
с неоднородным покрытием. Особый интерес пред-
ставляют проблемы распространения волн Рэлея в 
пьезоактивных термоупругих средах [28–32]. До-
статочно полный обзор работ на эту тему приведен 
в статье [30]. В связи с актуальностью проблемы в 
работах [31; 32] построенные в статье [21] уравне-
ния движения и определяющие соотношения, учи-
тывающие наличие начальных напряжений, пред-
варительного нагрева и т.д., распространены на 
преднапряженные термоэлектроупругие среды. 

В настоящей работе в рамках линеаризованной 
теории распространения связанных термоупругих 
волн [21] рассмотрена краевая задача о колебаниях 
термоупругого слоя под действием заданной на по-
верхности среды тепловой нагрузки, имитирующей 
действие модулированного по частоте лазерного 
луча. Исследовано влияние термоупругого коэффи-
циента на спектральные свойства краевой задачи. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В рассмотрение вводится ортогональная связан-
ная с естественным состоянием среды система ко-
ординат Лагранжа х1, х2, х3, ось x3 которой направле-
на вертикально вверх от слоя |x1|, |x2| < ∞, 0 ≤ x3 ≤ h. 
Материал слоя предполагается термоупругим 
трансверсально изотропным, принадлежащим к 
группе гексагональной сингонии класса 6mm. Ко-
лебания в теле инициируются распределенной на 
поверхности в области Ω = {|x1| ≤ 1, |x2| ≤ ∞} ме-
ханической или тепловой нагрузкой qτ = q0e−iωt, 
q0 = {q1, q2, q3, q4}, где q1, q2, q3 – компоненты векто-
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ра напряжений, q4 = −K3 u4,3 – тепловой поток, K3 –
коэффициент удельной теплопроводности, u4 – тем-
пература, ω – частота колебаний. Полагаем, что 
вне области Ω поверхность тела теплоизолирована 
и свободна от механических напряжений, нижняя 
грань слоя x3 = 0 жестко сцеплена с недеформируе-
мым основанием и теплоизолирована.

КОЛЕБАНИЯ ОДНОРОДНОГО СЛОЯ

Введем для удобства расширенный вектор пере-
мещений и температуры в слое u = {u1, u2, u3, u4}. 
Колебания однородной термоупругой среды опи-
сываются уравнениями движения и теплопровод-
ности [16; 33]:

   (1)
 

  (2)

   (3)

K1u4,11 + K2u4,22 + K3u4,33 − ρcεu̇4 –
−T0(β11u̇1,1 + β22u̇2,2 + β33u̇3,3) = 0,

где компоненты тензора напряжений имеют вид:
σ11 = с11u1,1 + c12u2,2 + c13u3,3 – β11u4,
σ22 = с12u1,1 + c22u2,2 + c23u3,3 – β22u4,
σ33 = с13u1,1 + c32u2,2 + c33u3,3 – β33u4,

σ12 = σ21 = c66u1,2 + c66u2,1,                   (5)
σ13 = σ31 = c55u1,3 + c55u3,1,
σ23 = σ32 = c44u2,3 + c44u3,2.

Участвующие в формулах (1)–(5) коэффициен-
ты cijkl, Ki, αij, βkl = αijcijkl представляют собой ком-
поненты тензоров упругих постоянных, коэффи-
циентов удельной теплопроводности, теплового 
расширения и термоупругости соответственно, 
ρ – плотность материала в естественном состоянии, 
cε – удельная теплоемкость, T0 – температура тела 
в недеформированном состоянии. Следуя подходу, 
изложенному в работах [22–25; 27; 28], введем без-
размерные параметры с помощью следующих со-
отношений:

Колебания предполагаются установившимися, 
происходящими по гармоническому закону, по-
этому все функции представляются в виде f = f0e

−iωt. 
Рассматривается случай плоских колебаний в пло-
скости х1Ох3, то есть u2 ≡ 0, все остальные параме-
тры задачи удовлетворяют условиям 

Далее нули в индексах, экспоненты и штрихи 
опускаются. Уравнения движения и теплопрово-
дности (1)–(4) представляются в виде:

c11u1,11 + c55u1,33 + ω2u1 + c2u3,13 – β11u4,1 = 0,

c2u1,13 + c55u3,11 + ω2u3 + c33u3,33 – β33u4,3 = 0,    (6)

u4,11 + K3u4,33 + iωu4 + iωE(β11u1,1 + β33u3,3) = 0.

Граничные условия:
на поверхности среды x3 = h:

     (7)

на нижней грани слоя x3 = 0:
u1 = 0, u3 = 0,    −K3u4,3 = 0.                (8)

РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Решение краевой задачи (6)–(8) строится мето-
дами операционного исчисления за счет использо-
вания одномерного преобразования Фурье по коор-
динате x1, α – параметр преобразования). Искомые 
функции в пространстве образов Фурье представ-
ляются в виде:

(9)
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Неизвестные коэффициенты Ck являются реше-
нием системы алгебраических уравнений 

AC = Qτ,

полученной при удовлетворении трансформи-
рованных по Фурье граничных условий (7) и (8) 
функциями (9). Здесь Q = {0, 0, Q4, 0, 0, 0}, Q4 – об-
раз Фурье компоненты q40, C = {C1, C2, ..., C6},

                                                                              ,

где 
l1k = −iα(c55σk f1k + c55 f3k),

l3k = −α2c13 f1k + σkc33 f3k – β3 f4k,
l4k = σk f4k .    si = shσih,     ci = chσih.

После применения обратного преобразования 
Фурье решение краевой задачи (6)–(8) можно запи-
сать в виде [34; 35]:

(10)

                                                                        .

Элементы матрицы-функции K(α1, α2, x3, ω) 
представляются формулами:

j = 1, 2, 4,

(11)

Формулы (10) и (11) описывают перемеще-
ние произвольной точки слоя под действием 
заданной нагрузки. Тем самым представля-

ется возможность детально исследовать про-
цессы, протекающие в термоупругом слое и 
инициированные осциллирующим источником 
колебаний. В случае потребности расширить 
спектр воздействия на слой в формуле (10) 
достаточно изменить вектор нагрузки, вклю-
чив в его состав компоненты механических 
составляющих. 

Использование формул (10) и (11) эффектив-
но при детальном исследовании спектральных 

Рис. 1. Кривые полюсов функции K44(α, x3, ω) в трехмерном 
пространстве (а) и их проекция на вещественную плоскость 
{Imα = 0, ω} (б).
Fig. 1. The curves of the poles of the function K44(α, x3, ω) in 
three-dimensional space (a) and their projection on the real plane 
{Imα = 0, ω} (б).
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свойств задачи, определяемых дисперсионным 
уравнением 

detL = 0,                             (12)
поскольку от них зависит расположение интеграль-
ного контура Г в представлении (10). Как правило, 
он почти всюду совпадает с вещественной осью и 
отклоняется от нее лишь при обходе полюсов функ-
ции Kij  (11) с отрицательной вещественной частью 
сверху, а с положительной – снизу. Такое правило 
обхода полюсов подынтегральной функции опре-
деляет единственное решение, удовлетворяющее 
условиям излучения [34; 35]. 

Особое место занимает проблема самостоятель-
ного исследования дисперсионных свойств подын-
тегральной функции задачи для термоупругих сред. 
Ранее [26; 28] было установлено, что полярное 
множество символа ядра интегрального оператора 
задачи для термоупругой среды состоит из двух се-
мейств комплексных полюсов. Первое семейство 
представляет собой регулярные полюсы с малой 
мнимой частью. Именно оно определяет расположе-
ние контура Г в интегральном представлении (10), 
а также структуру поверхностного волнового поля, 
поскольку незначительность мнимой составляющей 
обуславливает сравнительно небольшое затухание 
поверхностных волн. Второе семейство включает 
комплексные полюсы с большой мнимой частью. 
Это определяет существенное затухание соответ-
ствующих им поверхностных волн. Тем самым это 

семейство полюсов слабо влия ет на структуру по-
верхностного волнового поля. Эти свойства опре-
деляют специфику краевых задач для термоупругих 
сред. В то же время в работе остались неисследован-
ными их спектральные свойства, в частности влия-
ние на них коэффициентов, связывающих упругие и 
тепловые свойства термоупругой среды. 

ВЛИЯНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ТЕРМОУПРУГОСТИ 
НА СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА 

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ТЕРМОУПРУГОГО СЛОЯ

Исследование роли термоупругих параметров 
проводится на примере краевой задачи о колебани-
ях термоупругого слоя, выполненного из селенида 
кадмия. Расчеты проведены при следующих значе-
ниях параметров [30]:
Т0 = 300 K, ρ0= 5,504 · 103 кг/м2, c11 = 7,41 · 1010 Н/м2, 
c12 = 4,52 · 1010 Н/м2,
c13 = 3,93 · 1010 Н/м2, c33 = 8,36 · 1010 Н/м2, c44 = 
= 1,32 · 1010 Н/м2,
β11 = 0,621 · 106 Н/м/К, β33 = 0,551 · 106 Н/К/м,
K1 = 9 Вт/м/К, K3 = 9 Вт/м/К, cε= 260 Дж/кг/К.

Предполагается, что слой находится в нормаль-
ных условиях при температуре 300 K, начальные 
механические напряжения отсутствуют. Колебания 
в слое индуцируются тепловым потоком q40 = const, 
распределенным в области [−1,1] на поверхности. 
Решение задачи описывается скалярным аналогом 
интегрального представления (10):

Свойства функции u(x1, x3, ω) во многом зависят 
от распределения полюсов, которые определяются 
уравнением (12). На рисунке 1 представлены рас-
считанные в ограниченном частотном диапазоне 
кривые регулярных – комплексных полюсов функ-
ции K44(α, x3, ω) с малой мнимой частью в трех-
мерном пространстве {Reα, Imα, ω} (рис. 1а) и их 
проекция на плоскость {Imα = 0, ω} (рис. 1б). Из гра-
фиков следует, что проекция кривых распределения 
полюсов на вещественную плоскость {Imα = 0, ω} 
для связной термоупругой задачи идентична рас-
пределению полюсов для упругой задачи без учета 
тепловых эффектов. Обращает на себя внимание 
вторая мода, представляющая собой сложный объ-

Рис. 2. Окрестность критической частоты – частоты возникно-
вения второй моды.
Fig. 2. The near area of the critical frequency – the frequency of the 
second mode beginning.
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ект. На рисунке 2 приведен фрагмент второй моды 
(окружность на рисунке 1а) в окрестности критиче-
ской частоты ее возникновения. Видно, что вторая 
мода представляет собой две непересекающиеся 
ветви. На низких частотах обе ветви являются поч-
ти мнимыми (комплексными с малой вещественной 
составляющей). На критической частоте (частота 
возникновения второй моды) они становятся поч-
ти вещественными (комплесными с малой мнимой 
составляющей). При этом одна ветвь обуславливает 
появление так называемой обратной волны [34; 35] 
с отрицательной фазовой скоростью. Она суще-
ствует в ограниченном диапазоне частот. Вторая 
ветвь связана с регулярной волной, фазовая ско-
рость которой положительна. Эта волна с момента 
появления существует в неограниченном диапазо-
не частот. Влияние коэффициента термо упругости 
на первое семейство полюсов иллюстрирует рису-
нок 3, на котором представлены их разности при 
различных уровнях связности задачи. Как следует 
из рисунков, связность задачи незначительно влия-
ет на регулярные полюсы с малой мнимой частью. 

На рисунке 4а представлены кривые семейства 
нерегулярных полюсов – комплексных полюсов 
с большой мнимой частью, – рассчитанные для 
реального значения коэффициента термоупру-
гости βkk. Данное семейство является основной 
спецификой термоупругой задачи. Эти полюсы 
определяют волновое поле в окрестности границы 
области действия нагрузки. В структуре поверх-
ностного волнового поля вдали от краев они играют 
незначительную роль в связи с большим затухани-
ем. Кривые на рисунках 4б и 4в рассчитаны для зна-
чений коэффициента термоупругости 0,2 βkk и 5 βkk. 

Как следует из рисунков, коэффициент связно-
сти существенно влияет на комплексные полюсы. 
Уменьшение коэффициента приводит к уменьше-
нию количества мод комплексных полюсов, увели-
чение коэффициента – к увеличению их количества. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена краевая задача о гармонических ко-
лебаниях термоупругого слоя. Методами операци-
онного исчисления задача в частных производных 
сведена к системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, решение системы уравнений яв-
ляется основой для построения решения исходной 
задачи в виде интегрального представления, опи-
сывающего движение произвольной точки среды. 

Рис. 3. Влияние коэффициента связности на регулярные полю-
сы с малой мнимой частью. Пунктирная линия представляет 
кривую разности δ(α)1 = α(1) − α, штриховая – разности δ(α)2 = 
= α(2) − α, где α(1), α(2) и α – значения полюсов для значений ко-
эффициентов термоупругости 0,2 βkk, 5 βkk и βkk соответственно; 
а – вещественные части; б – мнимые части.
Fig. 3. The effect of the connection coefficient on regular poles with 
a small imaginary part. The dotted line represents the difference 
curve δ(α)1 = α(1) − α, the dashed line is δ(α)2 = α(2) − α, where α(1), 
α(2) and α are the pole values for the thermoelasticity coefficients 
0.2 βkk, 5 βkk and βkk respectively; a – real parts; б – imaginary parts.

Изучение символа интегрального оператора предо-
ставляет возможность исследовать спектральные 
свойства исходной краевой задачи. Анализ дис-
персионных свойств позволил установить наличие 
двух полярных семейств. Основную роль в форми-
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Рис. 4. Влияние коэффициента связности на комплексные по-
люсы: а – реальное значение βkk; б – 0,2 βkk; в – 5 βkk.
Fig. 4. The effect of the coupling coefficient on the complex poles: 
a – real value βkk; б – 0.2 βkk; в – 5 βkk.

ровании структуры волнового поля на поверхности 
слоя играет семейство полюсов с малой мнимой со-
ставляющей. Другое полярное семейство представ-
ляет собой комплексные полюсы с большой мни-
мой составляющей. Они играют незначительную 
роль в формировании поверхностного волнового 
поля, поскольку соответствующие им волны ха-
рактеризуются сильным затуханием. Исследование 
влияния тепловых характеристик материала на дис-
персионные свойства задачи показывает, что роль 
коэффициента термоупругости незначительна в 
распределении первого семейства полюсов. В то же 
время воздействие коэффициента термоупругости 
на второе семейство полюсов является определяю-
щим. От значения коэффициента зависит не только 
величина комплексных полюсов, но и их количе-
ство. В качестве примера исследовано распределе-
ние полюсов функции Грина для слоя из селенида 
кадмия, а также для гипотетического материала на 
основе селенида кадмия, в котором изменены лишь 
термоупругие коэффициенты. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (гранты 19-01-00719, 19-08-01051).
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