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Аннотация. Проблема устойчивости равновесия деформируемых тел представляет значительный 
интерес как с теоретической, так и с прикладной точки зрения. Вследствие развития современных тех-
нологий и появления новых материалов актуальность приобретает вопрос анализа устойчивости со-
ставных нелинейно-упругих тел со сложной микроструктурой и внутренними напряжениями. В насто-
ящей работе в рамках общей теории устойчивости трехмерных тел исследованы проблемы бифуркации 
равновесия сжатого (растянутого) полого многослойного цилиндра при внутреннем и внешнем гидро-
статическом давлении, а также сплошного многослойного цилиндра при осевом растяжении-сжатии и 
внешнем давлении. При этом предполагалось, что их слои могут быть предварительно деформированы 
и могут содержать начальные напряжения. Для описания поведения рассмотренных цилиндров при-
менялась модель микрополярной среды (континуум Коссера). Такой подход позволил учесть влияние 
микроструктуры на потерю устойчивости. С использованием представлений определяющих соотно-
шений относительно разных отсчетных конфигураций в случае модели физически-линейного микро-
полярного материала получены линеаризованные уравнения равновесия, описывающие поведение со-
ставных цилиндров с предварительно напряженными частями в возмущенном состоянии. С помощью 
специальной подстановки исследование устойчивости полого и сплошного N-слойных микрополярных 
цилиндров сведено к решению линейных однородных краевых задач для системы 6N обыкновенных 
дифференциальных уравнений. При заданных упругих параметрах материала слоев, их геометрии и 
начальных деформациях данные краевые задачи могут быть достаточно легко решены численно с ис-
пользованием конечно-разностного метода.

Ключевые слова: нелинейная упругость, устойчивость деформируемых тел, микрополярная среда, 
континуум Коссера, составной цилиндр, внутренние напряжения.

STABILITY OF COMPOSITE MICROPOLAR CYLINDERS WITH PRESTRESSED PARTS

D.N. Sheydakov1, I.B. Mikhailova1, N.E. Sheydakov2

Abstract. The problem of equilibrium stability for deformable bodies is of considerable interest, both from 
theoretical and practical perspectives. Due to the development of modern technologies and the emergence of new 
materials, the issue of stability analysis for composite nonlinear elastic bodies with a complex microstructure 
and internal stresses is becoming quite relevant. In the present paper, within the framework of the general 
theory of stability for three-dimensional bodies, we have studied the problems of equilibrium bifurcation for 
a compressed (extended) hollow multilayer cylinder under internal and external hydrostatic pressure, as well 
as a solid multilayer cylinder under axial extension-compression and external pressure. It was assumed that 
their layers could be pre-deformed and contain initial stresses. The model of a micropolar medium (Cosserat 
continuum) was used to describe the behavior of the considered cylinders. This approach allowed us to take 
into account the influence of the microstructure on the loss of stability. Using representations of constitutive 
relations for different reference configurations, in the case of a physically linear micropolar material model, 
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linearized equilibrium equations were obtained that describe the behavior of composite cylinders with 
prestressed parts in a perturbed state. With the help of a special substitution, the stability analysis of hollow 
and solid N-layer micropolar cylinders was reduced to solving linear homogeneous boundary value problems 
for a system of 6N ordinary differential equations. For given elastic parameters of the layers, their geometry, 
and initial deformations, these boundary value problems can be relatively easily solved numerically using the 
finite-difference method.

Keywords: nonlinear elasticity, stability of deformable bodies, micropolar medium, Cosserat continuum, 
composite cylinder, internal stresses.

ВВЕДЕНИЕ

При моделировании современных слоистых 
композитов с внутренними технологическими на-
пряжениями важным является вопрос анализа их 
устойчивости. В связи с этим в настоящей работе 
исследована проблема бифуркации равновесия со-
ставных (многослойных) цилиндров с предвари-
тельно напряженными частями. Особенностью со-
ставных тел с внутренними напряжениями является 
отсутствие единой естественной (ненапряженной) 
отсчетной конфигурации. По этой причине при вы-
воде линеаризованных уравнений равновесия в раз-
ных частях тела используется запись определяю-
щих соотношений материала относительно разных 
отсчетных конфигураций. Кроме того, поведение 
многих современных материалов в ряде случаев 
не может быть адекватно описано в рамках клас-
сической теории упругости ввиду отсутствия в ней 
внутренних размерных параметров. В связи с этим 
для учета влияния микроструктуры целесообразно 
использовать модель микрополярной среды (сре-
да Коссера). Континуум Коссера [1–6] достаточно 
успешно применяется при моделировании метал-
лических и полимерных пен, гранулированных ма-
териалов, поликристаллических тел, композитов, а 
также различных наноструктур. Его особенностью 
по сравнению с классической моделью сплошной 
среды является то, что каждая частица континуума 
Коссера наделяется свойствами абсолютно твердого 
тела путем учета ротационных степеней свободы.

ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ 
МИКРОПОЛЯРНОЙ СРЕДЫ

В рамках нелинейного континуума Коссера си-
стема уравнений статики при отсутствии массовых 
сил и моментов состоит из уравнений равновесия 
для напряжений [7; 8]
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где 
0
∇  – набла-оператор в естественной (ненапря-

женной) отсчетной конфигурации; D и G – тензоры 
напряжений и моментных напряжений типа Пиолы; 
W(Y,L) – удельная потенциальная энергия дефор-
мации; Y – мера деформации типа Коши; L – тензор 
изгибной деформации; C – градиент деформации; 
R и H – радиус-вектор и собственно ортогональный 
тензор микроповорота, определяющие положение 
и поворот частиц микрополярной среды в дефор-
мированном состоянии; E – единичный тензор.

Будем полагать, что упругие свойства среды 
описываются моделью физически линейного мик-
рополярного материала. В этом случае удельная 
потенциальная энергия деформации является ква-
дратичной формой тензоров S = Y − E и L [7; 12]
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а уравнения состояния (2) для тензоров напряже-
ний и моментных напряжений типа Пиолы имеют 
вид:
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где λ, μ, κ, γ1, γ2, γ3 – микрополярные упругие кон-
станты. 

Пусть задано некоторое деформированное (до-
критическое) состояние равновесия, описываемое 
радиус-вектором R и тензором микроповорота H. 
Рассмотрим малое возмущение этого состояния. Бу-
дем полагать, что возмущенное состояние равнове-
сия реализуется при тех же самых внешних нагруз-
ках и определяется радиус-вектором R* = R + ηv и 
тензором микроповорота H* = H − ηH × ω. Здесь η – 
малый параметр, v – вектор добавочных перемеще-
ний, ω – линейный вектор добавочного поворота, 
характеризующий малый поворот частиц микропо-
лярной среды, отсчитываемый от докритического 
состояния. Возмущенное состояние микрополяр-
ной среды описывается линеаризованными уравне-
ниями равновесия [11]:

0 0 0
T T= 0, = 0,• • •

×

 ∇⋅ ∇⋅ + ∇ ⋅ + ⋅  
D G v D C D  

(6)

где D• и G• – линеаризованные тензоры напряжений 
и моментных напряжений типа Пиолы. 

В случае физически линейного микрополярно-
го материала (4) для тензоров D• и G• справедливы 
следующие соотношения [13; 14]: 

где Y• – линеаризованная мера деформации типа 
Коши; L• – линеаризованный тензор изгибных де-
формаций.

ПРЕДНАПРЯЖЕННАЯ 
ОТСЧЕТНАЯ КОНФИГУРАЦИЯ

Пусть имеются две отсчетные конфигура-
ции – естественная χ и преднапряженная χ1. Тогда 

C,H(χ → X) и C1,H1(χ1 → X) – соответствующие 
им градиенты деформации и тензоры микропово-
рота, отвечающие одной текущей конфигурации X. 
Далее все тензорные величины, соответствующие 
преднапряженной отсчетной конфигурации, будем 
обозначать нижним индексом 1. Согласно [7; 15; 16] 
справедливы следующие соотношения:

C = C0 ∙ C1,            H = H0 ∙ H1,             (7)
где C0 и H0 – градиент деформации и тензор микро-
поворота при переходе от естественной к предна-
пряженной отсчетной конфигурации (χ → χ1).

Из выражений (3), (7) вытекают формулы преоб-
разования меры деформации типа Коши и тензора 
изгибной деформации при изменении отсчетной 
конфигурации [16–18]:

T T
0 1 0 0 0 1 0= , ,⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅Y C Y H L L C L H      

(8)

где L0 – тензор изгибной деформации при пере-
ходе от одной отсчетной конфигурации к другой 

(χ → χ1); 
1
∇  – набла-оператор в преднапряженной 

отсчетной конфигурации.
Запишем представления тензоров напряжений и 

моментных напряжений типа Пиолы в разных от-
счетных конфигурациях через тензоры напряжений 
и моментных напряжений типа Коши T и M [7; 18]:

          (9)

1 1det , det .J J= =C C

Используя соотношения (7), (9), получим связи 
между D и D1, G и G1:

(10)

Классические и линеаризованные уравнения 
равновесия (1) и (6) в случае преднапряженной 
отсчетной конфигурации χ1 записываются следую-
щим образом:
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 (12)

Согласно (5), (8), (10) для физически линейного 
микрополярного материала тензоры напряжений и 
моментных напряжений типа Пиолы относительно 
преднапряженной отсчетной конфигурации χ1 име-
ют вид:

(13)

Путем линеаризации соотношений (13) полу-
чим выражения тензоров 1

•D  и 1
•G  в случае мате-

риала (4):

 (14)

    
(15)

СОСТАВНОЙ ЦИЛИНДР 
С ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫМИ НАПРЯЖЕНИЯМИ

Рассмотрим N микрополярных полых цилин-
дров. Пусть внутренний и внешний радиусы 
k-ого цилиндра (k = 1...N) в естественном состоянии 
равны ( )k

−ρ  и ( )k
+ρ , а длина равна l

(k)
. Будем полагать, 
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что эти цилиндры испытывают предварительные 
деформации осевого растяжения-сжатия, описыва-
емые следующими соотношениями (здесь и далее 
верхним индексом (k) будем обозначать величины, 
относящиеся к k-му цилиндру, k = 1...N):

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

, 0 2 , 0 ,

k k k k k

k k k k k k

r c z a

l− +

= ρ ϕ = θ = ζ

ρ ≤ ρ ≤ ρ ≤ θ ≤ π ≤ ζ ≤

(16)

где ρ(k), θ(k), ζ(k) – цилиндрические координаты в 
естественной (ненапряженной) отсчетной кон-
фигурации k-ого цилиндра; r, φ, z – цилиндриче-
ские координаты в преднапряженном состоянии; 

( ) ( ) ( ){ }, ,k k k
ρ θ ζe e e  и {er,eφ,ez} – ортонормированные 

векторные базисы соответствующих цилиндриче-
ских координат; a(k) – заданный коэффициент растя-
жения-сжатия вдоль оси k-ого цилиндра; c(k) – не-
которая постоянная, характеризующая радиальную 
деформацию k-ого цилиндра.

Пусть упругие свойства исследуемых цилин-
дров описываются моделью физически линейного 
материала (4), причем значения микрополярных 
упругих констант для разных цилиндров могут от-
личаться. Тогда из условий отсутствия нагрузок на 
боковых поверхностях получим выражения посто-
янных c(k) (k = 1...N) [18]:

                                                             .

Дополнительно введем следующие ограниче-
ния:

1) В результате предварительных деформаций 
длина всех цилиндров становится одинаковой и 
равна L : a(k) l(k) = L,  k = 1...N;

2) Внутренний радиус k-ого цилиндра после 
деформации становится равен внешнему радиусу 
(k − 1)-ого цилиндра: .

Благодаря выполнению данных условий дефор-
мированные полые цилиндры можно вставить друг 
в друга и жестко сцепить по боковым поверхно-
стям, образуя тем самым составное (многослойное) 
цилиндрическое тело с предварительно напряжен-
ными частями. Следует отметить, что если для ка-
ких-то составляющих данного тела положить коэф-

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1
1

2 2

k k

k
k k k

a
c

λ −
= −

λ + µ + κ

( ) ( ) ( ) ( )1 1 , 2...k k k kc c k N− −
− +ρ = ρ =
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фициент a(k) равным 1, то это будет означать отсут-
ствие в них предварительных напряжений.

Далее рассмотрим деформацию осевого растя-
жения-сжатия полученного составного N-слойного 
микрополярного цилиндра при внутреннем и внеш-
нем давлении, выбрав в качестве отсчетной пред-
напряженную конфигурацию. Данная деформация 
описывается соотношениями (k = 1...N): 

  
(17)

где R, Φ, Z – цилиндрические координаты в теку-
щей (деформированной) конфигурации; {eR,eΦ,eZ} – 
ортонормированный векторный базис соответству-
ющих цилиндрических координат; α – заданный 
коэффициент растяжения-сжатия вдоль оси состав-
ного цилиндра; f (k)(r), k = 1...N – некоторые неиз-
вестные функции, характеризующие радиальную 
деформацию составного цилиндра.

Из формул (8), (13), (16), (17) следует, что тензо-
ры изгибной деформации ( )

1
kL  и тензоры момент-

ных напряжений типа Пиолы ( )
1
kG  равны нулю, а 

меры деформации типа Коши ( )
1

kY  и тензоры на-
пряжений типа Пиолы ( )

1
kD  выражаются следую-

щим образом (здесь и далее ʹ обозначает производ-
ную по r, k = 1...N):
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r r r

ϕ Φ

ϕ Φ −

+ + α

= + + ≤ ≤

C e e e e e e

H e e e e e e

( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 , ,k k

kr c r c− += ρ = ρ

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1

2

1 1

1 1

1 1 ,

k k k k k k
r Rk k

k k
k k k

k k

k k k k
z Zk

s c f
a c

c fs
ra c

s a
c

ϕ Φ

 ′= λ + τ − +  

  
+ λ + τ − +      

 + λ + τ α − 

D e e

e e

e e

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )3, 2 .
k k

k k k k k k kc fs c f a
r

′= + + α − τ = µ + κ

Решая уравнения равновесия (11) с учетом вы-
ражений (19), находим вид неизвестных функций 
f (k) (k = 1...N ):

(20)

Константы ( ) ( )
1 2,k kb b  ( )1...k N=  определяются 

из граничных условий

(21)

которые выражают действие равномерно распре-
деленных давлений p− и p+ (рассчитанных на еди-
ницу площади деформированной конфигурации) 
на внутренней (r = r0) и внешней (r = rN) боковых 
поверхностях полого составного цилиндра, а также 
жесткое сцепление его компонентов друг с другом 
(r = rk, k = 1...N − 1).

С учетом представлений (17), (19), (20) усло-
вия (21) записываются в виде системы 2N линей-
ных алгебраических уравнений:

                                                                                    (22)

( ) ( ) ( )
( )
2

1 1,
k

k k
k k

bf r b r r r r
r −= + ≤ ≤

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

T1 1 1
1 1 1

T

1 1 1

1
1 1

1

,

,

,

, 1... 1,

N

k k

r rr r

N N N
r rr r

k k
r rr r r r

k k
k k

p J

p J

f r f r k N

−

−=

−

+=

+

= =

+

⋅ = − ⋅

⋅ = − ⋅

⋅ = ⋅

= = −

e D e C

e D e C

e D e D

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1
1 1

1 21 1 2
0

1 1 1

1 1

2

3
,

p a p ab b
a a r

a

a c

− −λ + τ + α α − τ
+ =

−α λ + τ
=

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 22

2

3
,

N N N N N
N N

N N
N

N N N

N N

p a p ab b
a a r

a

a c

+ +λ + τ + α α − τ
+ =

−α λ + τ
=

( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 22

1 1 1
1 1

1 21 1 2

1 1 1

1 1

2

2

3 3
,

k k k
k k

k k
k

k k k
k k

k k
k

k k k k k k

k k k k

b b
a a r

b b
a a r

a a

a c a c

+ + +
+ +

+ +

+ + +

+ +

λ + τ τ
− −

λ + τ τ
− + =

−α λ + τ −α λ + τ
= −

УСТОЙЧИВОСТЬ СОСТАВНЫХ МИКРОПОЛЯРНЫХ ЦИЛИНДРОВ...                          7



НАУКА ЮГА РОССИИ     2019     Том 16     № 3

Решая данную систему, находим неизвестные 
константы ( ) ( )

1 2,k kb b  ( )1...k N= . Следует отметить, 
что вместо полого составного цилиндра можно рас-
смотреть сплошной. Для этого достаточно положить 

( )1 0−ρ =  и заменить граничное условие на внутрен-
ней боковой поверхности (первое уравнение из (22)) 
требованием отсутствия радиальных перемещений 
на оси цилиндра: ( ) ( ) ( )1 1

20 0 0f b= ⇒ = .

ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ 
УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ

Предположим, что помимо описанного выше 
состояния равновесия составного N-слойного мик-
рополярного цилиндра с предварительно напря-
женными частями при тех же внешних нагрузках 
существует бесконечно близкое возмущенное рав-
новесное состояние. Согласно (12) это состояние 
описывается следующими уравнениями (k = 1...N ):

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 1 TT

1 1 1 1

= 0,

= 0.

k

k k k k k

•

• •

×

∇⋅

 ∇⋅ + ∇ ⋅ + ⋅  

D

G v D C D
   (23)

Линеаризованные краевые условия на внутрен-
ней (r = r0) и внешней (r = rN) боковых поверхно-
стях полого составного цилиндра, а также на гра-
ницах раздела между его компонентами (r = rk, 
k = 1...N − 1) записываются следующим образом 
[13; 14]:

   

где ( ) ( ) 111 1
1

−
∇ = ⋅∇C  и ( ) ( ) 11

1
N N −

∇ = ⋅∇C  – набла-опе-
раторы в эйлеровых координатах.

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0

T1 1 1 1
1 1 1

T1 1 1 1 1 1
1

= 0

,

, = 0,

r r
r r

r
r r

p J
• −

−
=

•

⋅ = − ⋅ ⋅

= ∇ ⋅ −∇ ⋅

e D e C Q

Q v E v e G

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

T

1 1 1

T

1

,

, = 0,

N

N

N N N N
r r

r r

N N N N N N
r

r r

p J
• −

+
=

•

=

⋅ = − ⋅ ⋅

= ∇ ⋅ −∇ ⋅

e D e C Q

Q v E v e G

Будем полагать, что на торцах цилиндра (z = 0,L) 
отсутствуют силы трения и задано постоянное нор-
мальное перемещение. Это приводит к следующим 
линеаризованным граничным условиям (k = 1...N ):

Запишем представление векторов добавочного 
перемещения v(k) и векторов добавочного поворо-
та ω(k) в базисе эйлеровых координат (k = 1...N ): 

(26)

При решении линеаризованной краевой задачи 
(23)–(25) для системы 6N дифференциальных урав-
нений в частных производных используется следу-
ющая подстановка (k = 1...N ):

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

= cos cos ,

= sin cos ,

k k
R R

k k

v V r n z

v V r n zΦ Φ

ϕ β

ϕ β
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

= cos sin ,

= sin sin ,

k k
Z Z

k k
R R

v V r n z

r n z

ϕ β

ω Ω ϕ β
               (27)

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

= cos sin ,

= sin cos ,

k k

k k
Z Z

r n z

r n z

Φ Φω Ω ϕ β

ω Ω ϕ β

= / , , = 0,1,2,...m L m nβ π
которая приводит к отделению переменных φ и z 
в задаче и позволяет удовлетворить линеаризован-
ным граничным условиям (25) на торцах цилиндра. 

Линеаризованные уравнения равновесия (23) с 
учетом соотношений (8), (13)–(19), (26), (27) запи-
сываются следующим образом (k = 1...N ): 

(24)

(25)

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

2

2 2

22 2

2

3 2

1

0,

k kk k k k
k k k

R Rk k k

k k k k k

k k
Zk k

k k k
k k k

Rk k k

k k
k kZ

Zk kk

n
V V V

a a r a r

n
V V

c a r

n a V
a r a r c

B nB
a c rc

Φ

Φ

Φ
Φ

λ +µλ + τ λ + τ′′ ′ ′+ + +

λ +µ β λ + µ + κ
′+ − −

  λ + µ + β
− + µ + κ + +      

β
+ Ω − Ω =

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

2 2 2

22 2

2

2

1

3 2

0,

k kk k k k
k k k

Rk k k

k k k
k k k

k k k

k k k k k

k k
R Zk k

k k k
k k kZ R Z

Z R Zk k k kk

n
V V V

a a r a r

n n a V
a r a r c

n n
V V

a r c r

B B B
a c a cc

Φ Φ

Φ

λ +µµ + κ µ + κ′′ ′ ′− + −

 λ + µ  + β − + µ + κ + −     

λ + µ + κ λ +µ β
− − +

′β′+ Ω − Ω + Ω =

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

22

0,

k kk k k k
k k k

Z R Zk k k

k k k k

k k
Rk k

k k k k k

k
Zk k

k k k k k k
kR R

k k k k k k

V V V
a c a r

n
V V

c r c r

n a
V

a r c

B nB BB
ra c a c r a c

Φ

Φ Φ Φ Φ
Φ

λ +µ βµ + κ µ + κ′′ ′ ′− + −

λ +µ β λ +µ β
− − −

 µ + κ λ + τ β
 − + −
 
 

′  Ω Ω Ω′− + − + =  
 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

1 3

1 3 2

2

2 2
2 2

22

2 0,

k kk k
k k k

R Rk k k

k k k k

k k
Zk k

k k k k k k
kR

Rk k k kk

k k
k kR R

Zk kk

n

a a r a r

n

c a r

n a B f
a r c a r cc

B nBV V
a c rc

Φ

Φ

Φ

γ + γγ γ′′ ′ ′Ω + Ω − Ω −

γ + γ β γ + γ
′− Ω + Ω −

  γ + γ γ β α
− + − + Ω −      

β
− + =
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( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

2

2 2

22 2

2

3 2

1

0,

k kk k k k
k k k

R Rk k k

k k k k k

k k
Zk k

k k k
k k k

Rk k k

k k
k kZ

Zk kk

n
V V V

a a r a r

n
V V

c a r

n a V
a r a r c

B nB
a c rc

Φ

Φ

Φ
Φ

λ +µλ + τ λ + τ′′ ′ ′+ + +

λ +µ β λ + µ + κ
′+ − −

  λ + µ + β
− + µ + κ + +      

β
+ Ω − Ω =

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

2 2 2

22 2

2

2

1

3 2

0,

k kk k k k
k k k

Rk k k

k k k
k k k

k k k

k k k k k

k k
R Zk k

k k k
k k kZ R Z

Z R Zk k k kk

n
V V V

a a r a r

n n a V
a r a r c

n n
V V

a r c r

B B B
a c a cc

Φ Φ

Φ

λ +µµ + κ µ + κ′′ ′ ′− + −

 λ + µ  + β − + µ + κ + −     

λ + µ + κ λ +µ β
− − +

′β′+ Ω − Ω + Ω =

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

22

0,

k kk k k k
k k k

Z R Zk k k

k k k k

k k
Rk k

k k k k k

k
Zk k

k k k k k k
kR R

k k k k k k

V V V
a c a r

n
V V

c r c r

n a
V

a r c

B nB BB
ra c a c r a c

Φ

Φ Φ Φ Φ
Φ

λ +µ βµ + κ µ + κ′′ ′ ′− + −

λ +µ β λ +µ β
− − −

 µ + κ λ + τ β
 − + −
 
 

′  Ω Ω Ω′− + − + =  
 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

1 3

1 3 2

2

2 2
2 2

22

2 0,

k kk k
k k k

R Rk k k

k k k k

k k
Zk k

k k k k k k
kR

Rk k k kk

k k
k kR R

Zk kk

n

a a r a r

n

c a r

n a B f
a r c a r cc

B nBV V
a c rc

Φ

Φ

Φ

γ + γγ γ′′ ′ ′Ω + Ω − Ω −

γ + γ β γ + γ
′− Ω + Ω −

  γ + γ γ β α
− + − + Ω −      

β
− + =

Здесь использованы следующие обозначения:

Линеаризованные краевые условия (24) примут 
вид:

1) на внутренней боковой поверхности (r = r0) 

( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

1 32 2

1 3 1 3

2 2
2

22

0.

k kk k
k k k

Z R Zk k k

k k k k

k k
Rk k

k k k k k
k kZ

Zk k kk

k k k
k k kZ Z Z

Rk k k k k k

a c a r

n

c r c r

n a B ff
ra r a cc

B nB BV V V
a c a c r a c r

Φ

Φ Φ

γ + γ βγ γ′′ ′ ′Ω + Ω + Ω +

γ + γ β γ + γ β
+ Ω − Ω −

  γ γ β ′− + − + Ω −      

′− − − =

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

,

,

,

.

k k
k k k k k k

R

k k k k k k k k

k
k k k k k k k

Z

k k k k

c fB s a
r

B s c f a

fB s c f
r

Φ

 
= λ +µ + α − τ  

 

′= λ +µ + α − τ

 ′= λ +µ + − τ  
 

γ = γ + γ + γ

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )

( )

( )
( )

1 1 1 1
1 1 1

1 1
0

1 1
1

1
0

0,

R R

Z

p aV nV V
a a r

p f V
rc

−
Φ

−

λ + τ λ + α′ + + +

 λ
+ + β =  
 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1
1 1 1

1 1
0

1 1

1 1 0,

R

Z Z

p aV nV V
a a r

B
a c

−
Φ Φ

µ + κ α −µ′ + + +

Ω
+ =

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1
0

0,Z R
p f BV V
ra c a c
− Φ Φ

 µ + κ µ Ω′ + − β − =  
 

(28)

(29)

( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )( )

( )

( )
( )

1 1 1
1 1 11 1

1 1 1
0

0,k
R R Zn

a a r cΦ

γ γ γ β′Ω + Ω − Ω − Ω =
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2) на внешней боковой поверхности (r = rN)

                                                                                    (30)

3) на границах раздела (r = rk, k = 1...N − 1)

( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )( )

11
1 1 132

1 1
0

0,Rn
a a rΦ Φ

γγ ′Ω + Ω −Ω =

( )

( )
( )

( )

( )
( )

11
1 132

1 1 0;Z Ra c
γ βγ ′Ω + Ω =

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )

( )

( )
( ) 0,

N N N N
N N N

R RN N
N

N N
N

ZN
N

p aV nV V
a a r

p f V
rc

+
Φ

+

λ + τ λ + α′ + + +

 λ
+ + β =  
 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) 0,

N N N N
N N N

RN N
N

N N
Z Z

N N

p aV nV V
a a r

B
a c

+
Φ Φ

µ + κ α −µ′ + + +

Ω
+ =

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) 0,

N N N N
N N

Z RN N
N

N N

N N

p fV V
ra c

B
a c

+

Φ Φ

 µ + κ µ′ + − β −  
 

Ω
− =

( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )( )

( )

( )
( )1 1 0,

N N N
N N N N

R R ZN N N
N

n
a a r cΦ

γ γ γ β′Ω + Ω − Ω − Ω =

( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )( )32 0,

NN
N N N

RN N
N

n
a a rΦ Φ

γγ ′Ω + Ω −Ω =

( )

( )
( )

( )

( )
( )32 0;

NN
N N

Z RN Na c
γ βγ ′Ω + Ω =

( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )( )

( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )
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+
+
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λ + τ λ λ β′ + + + −

λ + τ λ′− − + −

λ β
− =

(31)

Таким образом, исследование устойчивости 
полого составного N-слойного микрополярного 
цилиндра с предварительными напряжениями сво-
дится к решению линейной однородной краевой за-
дачи (28)–(31) для системы 6N обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Следует отметить, что 
полученные линеаризованные уравнения можно 
использовать и для анализа устойчивости сплош-
ного составного цилиндра. Для этого достаточно 
вместо выполнения линеаризованных граничных 
условий (29) на внутренней боковой поверхности 
потребовать ограниченности неизвестных функций 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1, , , , ,R Z R ZV V VΦ ΦΩ Ω Ω  и их производных на 
оси цилиндра, что приводит к следующим услови-
ям при r = 0 [13]:

(32)
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках бифуркационного подхода рассмотре-
на проблема устойчивости составных (многослой-
ных) микрополярных цилиндров с предварительно 
напряженными частями. Для модели физически-ли-
нейного материала (4) получена система линеари-
зованных уравнений равновесия, описывающая по-

ведение данных цилиндров в возмущенном состо-
янии. C использованием специальной подстановки 
исследование устойчивости полых составных ци-
линдров сведено к решению линейной однородной 
краевой задачи (28)–(31), а сплошных – краевой 
задачи (28), (30)–(32) для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений.

Работа выполнена частично при финансовой 
поддержке РФФИ (гранты 19-01-00719-а, 19-48-
230042-р_а) и в рамках реализации Государствен-
ного задания ЮНЦ РАН, номер госрегистрации 
01201354242. 
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