
НАУКА ЮГА РОССИИ     2022     Том 18     № 2

МЕХАНИКА

НАУКА ЮГА РОССИИ     2022     Т. 18     № 2     С. 3–10
SCIENCE IN THE SOUTH OF RUSSIA     2022     VOL. 18     No 2     P. 3–10

УДК 539.3:621.891:678.5
DOI: 10.7868/S25000640220201

ОБЪЕМНАЯ ПЛОТНОСТЬ ЭНЕРГИИ ДЕФОРМАЦИИ  
В МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ ФРИКЦИОННЫХ КОМПОЗИТАХ  
НА ПОЛИМЕРНОЙ ОСНОВЕ, АРМИРОВАННЫХ ХАОТИЧЕСКИ  

ОРИЕНТИРОВАННЫМИ ВОЛОКНАМИ

© 2022 г. Академик В.И. Колесников1, В.В. Бардушкин2,  
И.В. Лавров2, А.П. Сычев3, А.А. Сычев1, В.Б. Яковлев2, 4

Аннотация. Решается задача построения модели и проведения численных расчетов значений объ-
емной плотности энергии деформации в многокомпонентных полимерных фрикционных композитах 
с учетом состава, формы, ориентации и объемного содержания наполнителей, а также вида прило-
женного к материалу внешнего механического воздействия. Рассмотрены композиты на основе эпо-
ксифенольного связующего, армированные хаотически ориентированными в пространстве материала 
короткими волокнами бесщелочного стекла и дисперсными добавками каучука, глинозема, графита и 
барита. Моделирование опирается на обобщенное сингулярное приближение теории случайных полей 
и понятие оператора концентрации напряжений (тензора четвертого ранга), связывающего локальные 
(внутренние) значения тензора напряжений со средними (внешними) по материалу напряжениями.

Исследованы зависимости значений объемной плотности энергии деформации в элементах неодно-
родности полимерных фрикционных композитов от вариаций объемных концентраций наполнителей – 
волокон бесщелочного стекла, дисперсных включений каучука и минерального порошка, состоящего 
из глинозема, графита и барита в равных объемных долях. Рассмотрены два случая внешнего сжима-
ющего воздействия – осевое и объемное. В результате проведенных численных модельных расчетов 
установлено, что увеличение объемных долей как волокон бесщелочного стекла, так и минерального 
порошка приводит к уменьшению и сближению значений объемной плотности энергии деформации 
в компонентах всех типов рассматриваемых полимерных фрикционных композитов. Моделирование 
показало также, что увеличение объемной доли включений каучука приводит к росту и расхождению 
значений объемной плотности энергии деформации в элементах неоднородности всех типов исследуе-
мых полимерных фрикционных композитов.

Ключевые слова: объемная плотность энергии деформации, полимерный фрикционный композит, 
включение, оператор концентрации напряжений, моделирование.
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Abstract. The problem of constructing a model and carrying out numerical calculations of the bulk strain 
energy density values in multi-component polymeric frictional composites is solved, taking into consideration 
the composition, shape, orientation and volume content of fillers, as well as the type of external mechanical 
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impact applied to the material. Composites based on an epoxyphenol binder reinforced with short fibers of 
E-glass randomly oriented in the space of the material and dispersed additives of rubber, alumina, graphite and 
barite are considered. Modeling is based on the generalized singular approximation of the random field theory 
and the concept of the stress concentration operator (fourth rank tensor), which relates the local (internal) 
values of the stress tensor with average (external) stresses over the material.

The dependences of the values of the bulk strain energy density in the elements of inhomogeneity of 
polymeric frictional composites on variations in the volume concentrations of fillers – E-glass fibers, dispersed 
rubber inclusions, and mineral powder consisting of alumina, graphite and barite in equal volume fractions 
have been studied. Two cases of external compressive action, axial and volumetric, are considered. As a result 
of the numerical model calculations, it was found that an increase in the volume fractions of both E-glass fibers 
and mineral powder leads to a decrease and convergence of the values of the bulk strain energy density in the 
components of all types of polymeric frictional composites under consideration. Modeling also showed that 
an increase in the volume fraction of rubber inclusions leads to an increase and a divergence in the values of 
the bulk strain energy density in the elements of heterogeneity of all types of polymeric frictional composites 
under study.

Keywords: bulk strain energy density, polymeric frictional composite, inclusion, stress concentration 
operator, modeling.

ВВЕДЕНИЕ

Композиты на полимерной основе находят ши-
рокое применение в узлах трения. При их проек-
тировании необходим подбор состава, структуры и 
концентрации компонентов. Целью подобных ис-
следований является оптимизация физико-механи-
ческих характеристик материалов, при этом долж-
но учитываться действие различных эксплуатаци-
онных факторов. В частности, композиты должны 
обладать высокой износостойкостью, механиче-
ской прочностью, хорошими демпфирующими 
свойствами и т.д. Для разработки трибокомпозитов 
проводится множество экспериментальных иссле-
дований, требующих больших затрат временных, 
материальных и финансовых ресурсов. При этом 
нет уверенности в оптимальности получаемого 
результата. Поэтому, не умаляя важности экспе-
риментальных методов исследований, необходимо 
отметить, что все большее значение приобрета-
ют теоретические методы анализа, прогнозирова-
ния и расчета физико-механических (в частности, 
упругих) свойств подобных композитных матери-
алов [1–4].

Исследования показывают, что при проекти-
ровании композитов, используемых в узлах тре-
ния, целесообразно создавать многокомпонентные 
структуры, синтезируя конструкционные напол-
нители с различными функционализирующими 
добавками [1; 2]. При теоретическом анализе на-
пряженно-деформированного состояния разраба-
тываемых трибокомпозитов встает проблема прог-

нозирования не только их эксплуатационных (эф-
фективных), но и локальных (внутренних) упругих 
свойств. Адекватное моделирование локальных 
упругих характеристик многокомпонентных ком-
позитов позволяет уже на стадии проектирования 
оценивать поведение элементов неоднородности 
разрабатываемых трибоматериалов при нагрузках 
(особенно экстремальных), давать рекомендации 
по подбору структуры, состава, объемных долей 
компонентов и т.п. [2].

Целью работы является построение модели и 
проведение численных модельных расчетов зна-
чений объемной плотности энергии деформации 
(ОПЭД) [2] в полимерных фрикционных компози-
тах (ПФК) с учетом состава, формы, ориентации 
и объемного содержания их компонентов, а также 
вида внешнего механического воздействия на мате-
риал. Прогнозирование значений указанной энер-
гетической характеристики в каждом отдельном 
элементе неоднородности композита в зависимо-
сти от указанных факторов позволяет учитывать 
перераспределение ОПЭД в неоднородной среде. 
Это может быть важным при решении многих за-
дач в таких областях науки и техники, как три-
боматериаловедение, микро- и наноэлектроника, 
геофизика и др. К этим задачам можно отнести, 
в частности, решение проблемы текстурообразо-
вания в поликристаллических средах [5], а также 
прогнозирование температуры плавления металлов 
и находящихся в замерзшем состоянии жидкостей 
в условиях пространственного ограничения (кон-
файнмента) [6; 7].

4                                                                 В.И. КОЛЕСНИКОВ и др.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

ОПЭД является одной из локальных (внутрен-
них) упругих характеристик неоднородных сред и 
определяется следующим образом [2; 5–7]:

                     (1)

В формуле (1) r – радиус-вектор случайной точ-
ки неоднородной среды; eij(r), sij(r) (i, j = 1, 2, 3) – 
компоненты тензоров деформаций ε(r) и напряже-
ний σ(r) соответственно.

Воспользовавшись обобщенным законом Гука
eij(r) = sijkl(r)skl(r),

где sijkl(r) (i, j, k, l = 1, 2, 3) – компоненты тензора 
податливости s(r), соотношение (1) можно записать 
следующим образом:

                (2)

Для анализа распределения значений ОПЭД 
E(r) необходимо установление связи между на-
пряжениями sij(r) в каждом элементе неоднород-
ности и средним (внешним) напряжением 〈skl(r)〉, 
приложенным ко всему композиту (угловые скоб-
ки здесь и далее определяют процедуру статисти-
ческого усреднения, которая при выполнении ги-
потезы эргодичности совпадает с усреднением по 
объему [8]). Подобную связь можно установить с 
помощью безразмерного оператора концентрации 
напряжений Ks(r) (тензора четвертого ранга) [2]:

                 (3)

Тогда, учитывая (3), выражение (2) можно пере-
писать следующим образом:

    
(4)

Для проведения корректного анализа операто-
ра Ks(r) в композите, позволяющего учитывать 
взаимодействие его элементов неоднородности, 
состав, структуру материала, форму и концентра-
цию включений, необходимо решать уравнения 
равновесия упругой неоднородной среды. Однако в 
общем случае получить соотношение для числен-
ных расчетов значений компонент  опера-
тора Ks(r) не удается. Поэтому для их вычисления 
используются различные приближения. Одним из 
таких приближений, учитывающих перечисленные 
выше факторы, является обобщенное сингулярное 

приближение теории случайных полей (ОСП) [8]. 
В его рамках используется только сингулярная 
составляющая тензора Грина уравнений равнове-
сия, зависящая лишь от дельта-функции Дирака, 
а также вводится однородное тело сравнения, ма-
териальные константы которого входят в оконча-
тельное выражение для вычисления Ks(r). Физи-
ческий смысл ОСП заключается в предположении 
однородности полей напряжений и деформаций в 
пределах элемента неоднородности. В этом случае 
выражение для Ks(r) имеет следующий вид [2]:
Ks(r) = c(r)(I – g(r)cʺ(r))−1〈c(r)(I – g(r)cʺ(r))−1〉−1, (5)
где c(r) – тензор модулей упругости; двумя штриха-
ми обозначена разность между соответствующими 
параметрами неоднородной среды и однородного 
тела сравнения, характеристики которого обознача-
ются далее верхним индексом «с»: c»(r) = c(r) − cс; 
g(r) – интеграл от сингулярной составляющей вто-
рой производной тензора Грина уравнений равно-
весия, являющийся тензором четвертого ранга. Для 
вычисления компонент gijkl тензора g(r) необходимо 
вначале осуществить расчеты компонент aiklj тензо-
ра четвертого ранга A, а затем в aiklj по двум парам 
индексов (i, j и k, l) провести операцию симметри-
зации [8]. Компоненты aiklj тензора A вычисляются 
с помощью следующего соотношения:

                 (6)

где dW = sinqdqdj – элемент телесного угла в сфе-
рической системе координат; 1

ilt−  – элементы матри-
цы, обратной матрице T с элементами c

il iklj k jt c n n= , 
а nk и nj (k, j = 1, 2, 3) – компоненты вектора внешней 
нормали к поверхности включения. Для эллипсои-
дальных включений с главными полуосями l1, l2 и l3 
компоненты вектора нормали определяются соот-
ношениями:

1
1

1 sin cos ,n
l

= q j  2
2

1 sin sin ,n
l

= q j  3
3

1 cos .n
l

= q

ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ 
И ПРОВЕДЕНИЕ РАСЧЕТОВ

Далее в работе рассматривали трибокомпозиты 
с включениями трех типов. Тип 1 – равномерно 
распределенные в пространстве материала дис-
персные включения каучука. Тип 2 – короткие во-
локна бесщелочного стекла (БЩС), ориентирован-
ные в семи различных направлениях относительно 

ОБЪЕМНАЯ ПЛОТНОСТЬ ЭНЕРГИИ ДЕФОРМАЦИИ...                                       5
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прямоугольной системы координат и моделирую-
щие их хаотическое распределение в пространстве 
композита, а именно: параллельно координатным 
осям (три направления) и параллельно прямым, 
образующим равные углы со всеми осями (четы-
ре направления). Полагали, что объемные доли 
волокон БЩС в каждом из семи указанных на-
правлений одинаковы. Тип 3 – равномерно распре-
деленные в пространстве материала дисперсные 
включения минерального порошка, состоящего 
из поликристаллов глинозема, графита и барита, 
взятых в отношении 1 : 1 : 1 (по объему). В каче-
стве матрицы – компонент четвертого типа – рас-
сматривали эпоксифенольное связующее (ЭФС), 
представляющее собой диановую смолу, отвержда-
емую малофенольной фенолформальдегидной 
смолой новолачного типа (с содержанием фенола 
менее 0,5 %) в отношении 60 : 40 масс. ч. (изгото-
витель ЗАО «ЭНПЦ Эпитал», Москва, Россия). Все 
компоненты модельных композитов, кроме графи-
та, полагали изотропными. Значения упругих ха-
рактеристик изотропных компонентов приведены в 
таблице 1 [9–13].

Для проведения численных расчетов с тензора-
ми применялась их запись в матричном виде. При-
чем для каждого из изотропных наполнителей ПФК 
при вычислении элементов cij ≠ 0 (i, j = 1, 2, ..., 6) 
симметрической матрицы тензора модулей упруго-
сти c пользовались тем, что

11 22 33
(1 )

(1 )(1 2 )
Ec c c − ν

= = =
+ ν − ν

,

44 55 66 2(1 )
Ec c c= = =
+ ν

,

12 13 23 (1 )(1 2 )
Ec c c ν

= = =
+ ν − ν

,

где E – модуль Юнга, ν – коэффициент Пуассо-
на  [8].

Графит – компонент третьего типа – облада-
ет гексагональной кристаллической структурой и 

сильно анизотропен. Для элементов cij ≠ 0 матрицы 
тензора модулей упругости c его монокристаллов в 
работе брали следующие значения (ГПа) [14]:

с11 = с22 = 1109,0,
с12 = с21 = 139,0,

с33 = 38,7,
с44 = с55 = 5,0,

с66 = 0,5(с11 − с12) = 485,0.
Для проведения дальнейших модельных расче-

тов значений ОПЭД E(r) использовали эффектив-
ные характеристики поликристаллического графи-
та, полученные методом самосогласования [8; 15]. 
Эти характеристики были определены с помощью 
усреднения по ориентациям кристаллографических 
осей кристаллитов графита (с изотропной функци-
ей распределения), сводящегося к интегрированию 
по всевозможным углам Эйлера [8; 15]. Для этого 
была организована итерационная процедура, в ко-
торой в качестве значений элементов матрицы cс 
брали значения матрицы тензора модулей упруго-
сти поликристаллического графита, вычисленные 
на предыдущем шаге итерации. В качестве на-
чальных значений элементов матрицы cс (нулевое 
приближение итерационной процедуры) выбирали 
упругие характеристики поликристаллического 
графита в приближении Фойгта [8; 15]. Выход из 
итерационной процедуры происходил, когда макси-
мальная разница между соответствующими моду-
лями матрицы cс становилась меньше 0,01 ГПа.

При нахождении значений элементов sij 
(i, j = 1, 2, ..., 6) матрицы тензора податливости s 
для каждого компонента ПФК пользовались тем, 
что s = c–1 [8].

При построении модели прогнозирования зна-
чений ОПЭД рассматриваемых в работе ПФК осно-
вывались на представлении об их структуре в виде 
статистически однородных матричных композитов. 
Считали, что дисперсные включения каучука, гли-
нозема, графита и барита имеют вид сфер одинако-

Таблица 1. Значения упругих характеристик изотропных компонентов ПФК
Table 1. Values of elastic characteristics of isotropic components of polymeric frictional composites

Тип компонента 
Component type

Материал компонента 
Component material

Модуль Юнга, ГПа 
Young’s modulus, GPa

Коэффициент Пуассона 
Poisson’s ratio

1 каучук / rubber 0,008 0,47
2 БЩС / E-glass 76,200 0,22

3 глинозем / alumina 140,000 0,32
барит / barite 59,000 0,28

4 ЭФС / EPhB 3,700 0,42
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вого радиуса R, а волокна БЩС представляют собой 
равные друг другу вытянутые эллипсоиды враще-
ния (l1, l2 и l3 – полуоси этих эллипсоидов, бóльшая 
из которых имеет длину L). При вычислениях по 
формуле (5) для каждого из компонентов ПФК опе-
ратора Ks(r) для нахождения параметров cc одно-
родного тела сравнения применяли метод самосо-
гласования [8; 15]. С этой целью была организована 
итерационная процедура, в которой в качестве па-
раметров cс тела сравнения брали значения тензора 
модулей упругости (в матричной форме записи), 
полученные на предыдущем шаге итерации. В ка-
честве начальных значений параметров тела срав-
нения брали упругие характеристики, полученные 
в приближении Хилла [8; 15]. Выход из итераци-
онной процедуры осуществляли, когда максималь-
ная разница между модулями cс составляла менее 
0,01 ГПа. При этом в расчетах Ks(r) для нахожде-
ния с помощью формулы (6) компонент тензора g(r) 
полагали, что для сферических включений каучука, 
глинозема, графита и барита l1 = l2 = l3 = R = 1, для 
эллипсоидальных включений (волокон) БЩС, ори-
ентированных относительно осей координат вдоль 
указанных выше семи направлений, главная полу-
ось L = 50, а остальные полуоси равны 1, для связу-
ющего ЭФС l1 = l2 = l3 = 1.

С помощью соотношения (4) для ПФК рас-
сматриваемой структуры было проведено иссле-
дование влияния изменений объемных долей vs, 
s = 1, 2, 3, 4, элементов неоднородности и вида 
приложенного внешнего воздействия на значения 
ОПЭД E(r) во включениях (всех типов и ориента-
ций) и в полимерной матрице. При этом внешнее 
воздействие 〈σ〉 (МПа) задавали матрицей

〈σ〉 
11

22

33

0 0
0 0
0 0

s
= s

s
.

Были рассмотрены два важных частных случая 
напряжений 〈σ〉  (МПа) – одноосное (s11 = s22 = 0, 
s33 = 1 – сжатие вдоль оси z прямоугольной систе-
мы координат) и трехосное (s11 = s22 = s33 = 1 – объ-
емное сжатие).

Объемные доли включений ПФК при проведе-
нии модельных расчетов варьировали в важных для 
практики диапазонах [16–18].

На рисунках 1, 2 представлены расчетные кри-
вые, описывающие зависимости значений E(r) от 
объемных долей компонентов в каждом отдельном 
элементе неоднородности ПФК.

Рис. 1. Зависимости значений E(r) в элементах неод-
нородности ПФК при одноосном сжатии от измене-
ний концентраций включений vs (s = 1, 2, 3): а – v2 = 0,16, 
v3 = 0,2; б – v1 = 0,36, v3 = 0,2; в – v1 = 0,36, v2 = 0,16;  
пунктирные линии – каучук; штрихпунктирные линии – во-
локна БЩС (для каждого из семи различных направлений их 
ориентаций); непрерывные линии – глинозем, графит, барит и 
ЭФС.
Fig. 1. Dependences of E(r) values in elements of inhomogeneity 
of polymeric frictional composites in uniaxial compression from 
changes in the concentrations of inclusions vs (s = 1, 2, 3): a – 
v2 = 0.16, v3 = 0.2; б – v1 = 0.36, v3 = 0.2; в – v1 = 0.36, v2 = 0.16; 
dotted lines – rubber; dashed and dotted lines – fibers of E-glass (for 
each of seven different directions of their orientations); continuous 
lines – alumina, graphite, barite and EPhB.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основании проведенных исследований и чис-
ленных модельных расчетов можно сделать следу-
ющие выводы.

1. Моделирование значений ОПЭД как при од-
ноосном, так и при объемном сжатии показало, что 
увеличение концентрации дисперсных включений 
каучука v1 приводит к росту значений E(r), а уве-
личение концентраций как волокон БЩС v2, так и 
минерального порошка v3 приводит, наоборот, к 
снижению значений E(r) во всех элементах неодно-
родности ПФК.

2. При одноосном сжатии вдоль оси z (рис. 1):
– наибольшие значения E(r) достигаются в во-

локнах БЩС, ориентированных параллельно на-
правлению нагружения (штрихпунктирные кри-
вые, расположенные выше остальных линий); в 
остальных компонентах ПФК значения E(r) на по-
рядок меньше, чем в волокнах БЩС, параллельных 
направлению внешней приложенной нагрузки 〈σ〉, 
и отличаются друг от друга незначительно;

– одинаковые значения ОПЭД наблюдаются, 
во-первых, в волокнах БЩС, ориентированных 
перпендикулярно к направлению внешнего воздей-
ствия, и, во-вторых, в волокнах, ориентированных 
вдоль направлений, образующих равные углы с 
осями x, y и z.

3. При объемном сжатии (рис. 2):
– значения E(r) в волокнах БЩС одинаковы для 

всех направлений их ориентаций;
– значения ОПЭД в волокнах БЩС значительно 

превышают значения E(r) в связующем ЭФС, кото-
рые, в свою очередь, довольно сильно превышают 
значения E(r) во включениях глинозема, графита, 
барита и каучука.

4. Моделирование значений ОПЭД как при од-
ноосном, так и при объемном сжатии показало, что 
наименьшие значения E(r) достигаются во включе-
ниях каучука.

5. Увеличение объемных долей как волокон 
БЩС, так и минерального порошка приводит к 
сближению значений ОПЭД в компонентах всех ти-
пов. Это показывает, что увеличение в допустимых 
пределах концентраций включений указанных ти-
пов приводит к большей совместимости компонен-
тов ПФК и, как следствие, к улучшению эксплуа-
тационных характеристик изделий, использующих 
подобные материалы в узлах трения.

6. Увеличение объемной доли включений кау-
чука в важном для практики диапазоне изменения 
концентрации данного компонента приводит к рас-

Рис. 2. Зависимости значений E(r) в элементах неоднородно-
сти ПФК при объемном сжатии от изменений концентраций 
включений vs (s = 1, 2, 3): а – v2 = 0,16, v3 = 0,2; б – v1 = 0,36, 
v3 = 0,2; в – v1 = 0,36, v2 = 0,16; 1 – каучук; 2 – волокна БЩС; 
3a – глинозем; 3b – графит; 3c – барит; 4 – ЭФС.
Fig. 2. Dependences of E(r) values in elements of inhomogeneity 
of polymeric frictional composites in volume compression from 
changes in the concentrations of inclusions vs (s = 1, 2, 3): a – 
v2 = 0.16, v3 = 0.2; б – v1 = 0.36, v3 = 0.2; в – v1 = 0.36, v2 = 0.16; 
1 – rubber; 2 – fibers of E-glass; 3a – alumina; 3b – graphite; 3c – 
barite; 4 – EPhB.
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хождению значений ОПЭД в элементах неоднород-
ности всех типов. А значит, увеличение концентра-
ции каучука может приводить к изменениям, ухуд-
шающим упруго-прочностные показатели ПФК. 
Следовательно, необходимо проведение дополни-
тельных исследований по оптимизации содержания 
каучука с целью улучшения трибохарактеристик 
ПФК без существенного снижения их упруго-проч-
ностных показателей.

В заключение следует отметить, что сказанное 
выше согласуется с априорными представлениями 
о том, как должно происходить перераспределе-
ние E(r) в отдельных элементах неоднородности 
ПФК, и может служить косвенным подтверждени-
ем адекватности построенной модели.

Работа выполнена в рамках реализации ГЗ ЮНЦ 
РАН (№ гр. проекта АААА-А16-116012610052-3).
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